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摘  要 

基于次序统计量在数理统计(非参数统计)中的重要应用，本文对次序统计量做了相对详细的介绍。本文

给出了次序统计量的概念、性质，并通过离散型总体的案例说明了次序统计量的分布不同于随机样本(总
体)的分布，且不具有独立性。不同于常见的微元法而运用分部积分法对次序统计量的分布密度作出了证

明，并从可视化角度给出了常见连续型总体的次序统计量分布密度的数值分析与图像拟合。最后通过常

用的非参数检验方法阐释了次序统计量在统计工作中的重要应用。 
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Abstract 
Based on the important application of order statistics in mathematical statistics (nonparametric 
statistics), this paper introduces order statistics in detail. The concept and properties of order sta-
tistics are given, and the distribution of order statistics is different from the distribution of ran-
dom samples (population) and is not independent through the case of discrete populations. Dif-
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ferent from the common microelement method, the partial integration method is used to prove 
the distribution density of the order statistic, and the numerical analysis and image fitting of the 
distribution density of the order statistic of the common continuous population are given from the 
visualization perspective. Finally, the important application of order statistics in statistical work 
is explained by commonly used nonparametric test methods. 
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1. 引言 

次序(顺序)统计量是数理统计学中一个非常重要的概念[1] [2] [3]。经典的数理统计方法其实是参数统

计，是在一定的分布的情况下对未知参数进行的统计推断；而如果总体分布未知，此时非参数统计方法

就显示了其重要作用。次序统计量由于其在非参数统计中的广泛应用而尤为重要。非参数统计的一个优

点就是稳定性，一个重要特点就是利用样本数据的大小关系来进行研究而不依赖于总体的分布假设。而

次序统计量作为排序的样本，对次序统计量的研究构成了非参数统计的基础[4]。 
关于次序统计量的概率分布的证明，经典的概率统计教材中都是通过样本落入给定区间中的概率，

通过微元法结合多项分布给出次序统计量的分布及多个次序统计量的联合分布。此经典方法对于概率统

计方向的学生来讲有着简单、易懂的优点，但对于数学专业的读者来讲证明过程稍显粗糙而数学味道略

淡，所以我们想能否尝试运用数学分析[5] [6]的工具直接对问题进行分析。具体说来，通过概率论的学习

我们知道任何一个连续密度函数 ( )f x 都能表示成一个变上限积分 ( )dx
f x x

−∞∫ 的导数的形式。所以能否将

次序统计量的分布函数表示成一个变上限积分的形式再通过微分运算得到其概率密度呢？ 
正文第一部分给出了次序统计量不同于普通样本的性质特点，如分布的不同及之间的不独立性，并

通过具体案例加以说明。第二部分给出了次序统计量概率密度的两种推导方法，其中经典方法是基于概

率统计中的多项分布结合微元法得出的，这一方法也被经典的概率统计教材所引用，而本文方法是作者

基于数学分析方法的一个有益的探索，方法并不简洁甚至显冗长，但也给出了分析问题的另一种思路，

为研究类似概率统计问题提供了一个可选项。第三部分通过常见分布总体的次序统计量分布密度的数值

实验对结果进行了图表呈现以方便读者能更直观的理解此问题[7]。第四部分通过介绍次序统计量在非参

数统计中的典型应用[8]，进一步体现了本文主题的重要性。最后一部分是对全文脉络的总结。 

2. 次序统计量的性质特点 

在讨论次序统计量的性质之前先简单给出其定义。设总体𝑋𝑋的分布函数为 ( )F x ， 1 2, , , nX X X 为来

自总体𝑋𝑋的一个样本，如果 ( ) ( )1iX i n≤ ≤ 的观测值总是排在样本的观测值序列 1 2, , , nX X X 的第𝑖𝑖小的位

置，则称 ( )iX 为总体的第 i 个次序统计量[1] [2] [3] [4]。通过数理统计的知识我们知道样品 1 2, , , nX X X 之

间是独立的(注意样品与样本的不同，样品指的是单个的 iX ，而样本指的是 1 2, , , nX X X ，也即 n 维随机

向量 ( )1 2, , , nX X X )，但由于次序统计量是带顺序的样本即 ( ) ( ) ( )1 2 nX X X≤ ≤ ≤ ，故次序统计量 ( )iX 与
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( ) ( )jX i j≠ 并不是独立的。由于次序统计量本身的分布不同于样本自身的分布，且次序统计量之间的不独

立性，使得研究次序统计量的分布及统计量之间的关系显得更为复杂。下面两个离散情况下的例子也说

明了次序统计量的分布不同于总体的分布且次序统计量之间不是独立的。 
[案例 1]离散总体下次序统计量 ( )iX 与样品 ( )1,2, ,iX i n=  分布不同。 
设从只能取 0，1 的贝努利总体 ( )~ 1,1 2X B 中抽取容量为 3 的样本 1 2 3, ,x x x ，则显然根据样本的性质

知 ( )~ 1,1 2iX B ，但第𝑖𝑖次序统计量 ( )iX 的分布却未必，事实上可以得到样本的各个取值的如下表 1 的概

率： 
 

Table 1. The value of the sample and order statistics 
表 1. 样本及次序统计量的取值情况 

1X  0 0 0 1 1 1 0 1 

2X  0 0 1 0 1 0 1 1 

3X  0 1 0 0 0 1 1 1 

概率 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 

( )1X  0 0 0 0 0 0 0 1 

( )2X  0 0 0 0 1 1 1 1 

( )3X  0 1 1 1 1 1 1 1 

 
于是 ( )( )1 0 7 8P X = = ， ( )( )1 1 1 8P X = = ； ( )( )2 0 1 2P X = = ， ( )( )2 1 1 2P X = = ； ( )( )3 0 1 8P X = = ，

( )( )3 1 7 8P X = = ，可以将次序统计量 ( )iX 的分布列表如下表 2： 
 

Table 2. The probability distribution of each order statistic 
表 2. 各次序统计量的概率分布 

( )1X  0 1 ( )2X  0 1 ( )3X  0 1 

概率 7/8 1/8 概率 1/2 1/2 概率 1/8 7/8 

 
可见 ( ) ( )1 ~ 1,1 8X B ； ( ) ( )2 ~ 1,1 2X B ； ( ) ( )3 ~ 1,7 8X B ，显然与样品 iX 的分布不同。同时，可得 ( )1X

与 ( )2X 的联合分布如下面列联表 3 所示： 
 

Table 3. Joined contingency table distribution of ( )1X  and ( )2X  

表 3. ( )1X 与 ( )2X 的联合列联表分布 

( )2X  

( )1X  0 1 

0 1/2 3/8 

1 0 1/8 

 

易见 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 2
1 7 10, 0 0 0
2 8 2

P X X P X P X= = = ≠ = = = × ，显然 ( )iX 与 ( ) ( )jX i j≠ 之间不独立。本 

案例是离散总体的，当然对于连续总体来说次序统计量 ( )iX 的分布与样品 iX 的分布也是不同的。下面先

https://doi.org/10.12677/pm.2024.141007


张东，安玉娥 

 

 

DOI: 10.12677/pm.2024.141007 56 理论数学 
 

给出连续总体下次序统计量的密度函数公式。 

3. 连续总体下次序统计量的概率密度函数及证明 

3.1. 次序统计量密度函数公式及常规证明 

设总体 X 是连续型随机变量，分布函数为 ( )F x ，密度函数为 ( )f x ， ( )1 2, , , nX X X 为取自 X 的一

个样本， ( ) ( ) ( )( )1 2, , , nX X X 为次序统计量，则次序统计量 ( ) ( )1,2, ,iX i n=  的密度函数为： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1! 1
1 !1! !

i n i
i

nf y F y F y f y
i n i

− −
= −

− −
                       (1) 

一般的数理统计教材中提供的证明方法[1] [2] [3]是一种基于多项分布背景下的微元法处理方式。即

将实数轴 ( ),−∞ +∞ 划分为三个区间 ( ] ( ] ( ), , ,y y y dy y dy−∞ + + +∞  ，若 ( )ix 落入区间 ( ],y y dy+ ，按照次

序统计量的定义知区间 ( ],y y dy+ 内有 1 个样品落入，区间 ( ], y−∞ 内有 1i − 个 iX s′ 落入，余下的 n i− 个

样品落入区间 ( ),y dy+ +∞ ，由多项分布(这里是三项)的构造，可以确定概率 

( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

1

1

! 1
1 !1! !

! 1
1 !1! !

i

i n i

i n i

P y x y dy

n F y F y dy F y F y dy
i n i

n F y f y dy F y dy
i n i

− −

− −

≤ ≤ +

= + − − +
− −

= − +
− −

 

从而 ( )ix 的概率密度函数为 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1

0

!lim 1
1 !1! !

i n ii
i dy

P y x y dy nf y F y F y f y
dy i n i

− −

→

≤ ≤ +
= = −

− −
 

可见其概率思想即将 ( )ix 先框定在一个微小的区间内，然后将这个随机事件等价转化为 ( ], y−∞ 内有

1i − 个样品落入， ( ],y y dy+ 内有 1 个样品落入(即 ( )ix )，则 ( ),y dy+ +∞ 内有 n i− 个样品落入，从而将概

率 ( )( )iP y x y dy≤ ≤ + 转化为一个三项分布，再根据 F 与 f 的关系通过微元法解决问题。 

3.2. 数学分析证明方法探讨 

上面的经典方法固然简洁，但是基于数学的魅力，我们能否通过纯粹的数学分析的方法来思考这个

问题？虽然方法不一定简洁明了，但是作为对此问题的不同的思考角度，我们相信若能实现此数学推导，

仍然是有益的尝试。为此先给出如下的引理 1，并将此一般结论在数理统计的背景下加以具体应用。 
引理  设实数 [ ]0,1a∈ ， n Z +∈ ， 0,1,2, ,i n=  ，则 

( ) ( ) ( ) ( )1
0

1 ! !
1 d 1

!
a n i n kni i k

nk i

i n i
I x x x C a a

n
− −−

=

− −
= − = −∑∫                    (2) 

证明  利用分部积分法 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

1
0 0

1

0

1 21 1
0

11 d 1 d

1 1 1 d

11 1 1 1 d
1 1

a an i n ii i

an i n ii i

an i n i n ri i i

I x x x x x
i

n ia a x x x
i i

n i n in ia a a a x x x
i i i i i

− −−

− − −

− − + − −+ +

= − = −

−
= − + −

− − −−
= − + − + −

+ +

∫ ∫

∫

∫
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同样的积分方法可以依次进行下去有： 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )

( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 21 2

2
0

11 1 1 1
1 1 2

1 3 2 !
1 d

1 2 1 1

1 ! ! 1 ! !
1 1

! ! !

n i n i n ii i i

a n n

n k n kn nk i k
nk i k i

n i n in iI a a a a a a
i i i i i i

n i n i n i
x x x a

i i n i i n n

i n i i n i
a a C a a

k n k n

− − + − −+ +

−

− −

= =

− − −−
= − + − + −

+ + +

− − − ⋅⋅⋅ ⋅ −
+ ⋅⋅ ⋅ + − +

+ ⋅⋅⋅ − + ⋅⋅ ⋅ −

− − − −
= − = −

−

∫

∑ ∑

 

定理  设连续总体 X 的分布函数为 ( )F x ，密度函数为 ( )f x ， 1 2, , , nX X X 为从总体中提取的容量

为 n 的样本，那么第 i 个次序统计量 ( ) ( )1,2, ,iX i n=  的概率密度函数为 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1! 1
1 ! !

i n i
i

nf x F x F x f x
i n i

− −
= −

− −
 

证明  由概率分布函数的定义易见 ( )iX 的分布函数为 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1
n kn k

i i k i

n
F x P X x F x F x

k
−

=

 
= ≤ = − 

 
∑                       (3) 

由引理 1，可得 ( )iX 的分布函数为 ( ) ( ) ( ) ( )( ) 1
0

! 1 d
1 ! !

F x n ii
i

nF x x x x
i n i

−−= −
− − ∫ ，密度函数 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

1
0

1

d ! 1 d
d 1 ! !

! 1
1 ! !

F x n ii
i i

i n i

nf x F x x x x
x i n i

n F x F x f x
i n i

−−

− −

  ′= = − − −  

= −
− −

∫
 

4. 连续总体下次序统计量密度函数的数值实验 

[案例 2] 设总体 ( )
1

101 e 0~ 10
0 0

x
xX f x
x

−
>= 

 ≤

， ( )1 2 3 4, , ,X X X X 为来自 X 的容量为 4 的样本，

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3 4, , ,X X X X 为相应的次序统计量，可通过描绘 ( )iX 的密度函数曲线以反映次序统计量的分布规

律。事实上， ( )
1

101 e , 0
x

F x x
−

= − > ，故 ( )iX 的密度函数为： 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 4 11 1 1

0.410 10 10
1

4! 11 e e e 0.4e ~ exp 0.4
1 1 ! 4 1 ! 10

x x x xf x
− −

− − − −   
= − =      − −    

 

( ) ( ) ( ) ( )
2 1 4 21 1 1

0.3 0.410 10 10
2

4! 11 e e e 1.2 e e
2 1 ! 4 2 ! 10

x x x x xf x
− −

− − − − −   
= − = −      − −    

 

( ) ( ) ( ) ( )
3 1 4 31 1 1 20.2 0.110 10 10

3
4! 11 e e e 1.2e 1 e

3 1 ! 4 3 ! 10
x x x x xf x

− −
− − − − −   

= − = −      − −    
 

( ) ( ) ( ) ( )
4 1 4 41 1 1 30.1 0.110 10 10

4
4! 11 e e e 0.4e 1 e

4 1 ! 4 4 ! 10
x x x x xf x

− −
− − − − −   

= − = −      − −    
 

它们各自的图像用 Matlab [7]绘制如图 1~5 所示，图 6 为多分布共图展示。 
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Figure 1. PDF curve of population Exp(0.1) 
图 1. 总体 Exp(0.1)的概率密度函数曲线 

 

 
Figure 2. PDF curve of ( )1X

 
图 2. ( )1X 的概率密度函数曲线 

 

 
Figure 3. PDF curve of ( )2X  

图 3. ( )2X 的概率密度函数曲线 
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Figure 4. PDF curve of ( )3X  

图 4. ( )3X 的概率密度函数曲线 

 

 
Figure 5. PDF curve of ( )4X  

图 5. ( )4X 的概率密度函数曲线 

 

 
Figure 6. Mixed curve of the distributions 
图 6. 各分布的混合曲线 
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在画 iX  (或总体 X)及 ( ) ( )1,2,3,4iX i = 分布图时考虑到它们的数学期望分别为： 

( )
0

d 10EX xf x x
+∞

= =∫ ； ( ) ( )11 0
d 2.50EX xf x x

+∞
= =∫  

( ) ( )202 d 5.83EX xf x x
+∞

= ≈∫ ； ( ) ( )33 0
d 10.83EX xf x x

+∞
= ≈∫  

( ) ( )44 0
d 20.83EX xf x x

+∞
= ≈∫  

如下表 4 所示： 
 

Table 4. The expected value of each order statistics 
表 4. 各次序统计量的数学期望 

 iX  ( )1X  ( )2X  ( )3X  ( )4X  

E 10 2.50 5.83 10.83 20.83 

 
参照它们的数学期望值可以选取适当的坐标区间画出合适的图像。图 6 中的图像与它们单独的图像

形状上的不同是由于坐标轴(主要是横轴)的取值范围的不同导致的。 iX 与 ( )1X 的分布虽然有形状上的类

似，毕竟都是指数分布，但无论密度函数的众数、极大值还是尾部厚度都有明显的不同， ( )3X 与 ( )4X 的

区别类似，而且 ( )2X 的密度曲线的凹凸区间与 ( )3X 、 ( )4X 有明显的不同， ( )2X 在众数之前是凹的，之后是

凸的，而 ( )3X 、 ( )4X 呈现出先凸后凹再凸的形态。可见，次序统计量 ( ) ( ) ( )( )1 2, , , nX X X 与随机样本

( )1 2, , , nX X X 具有明显不同的分布，本质原因是排序之后的次序统计量一定程度上削弱了随机性。 

5. 次序统计量在非参数统计中的重要应用[4] 

次序统计量之所以重要是在于其在非参数统计中的广泛应用，特别是由次序统计量衍生出的秩的概

念。在样本 ( )1 2, , , nX X X 中，如果 iX 是第 iR 个最小的，即 ( )ii RX X= ，则称 iX 的秩为 iR ，这样可以得

到样本的一个统计量 ( )1 2, , , nR R R R=  ，所有由样本的秩所产生的统计量统称为秩统计量。为说明秩统

计量在非参数检验中的应用，我们选取非参数检验中常用的两独立样本的 Mann-Whitney U 检验与检验样

本相关性的 Spearman 秩相关分析加以说明。Mann-Whitney U 检验可以用来检验两样本所属的总体是否

具有相同分布，是利用样本数据的秩而不是样本特定值来检验结果的统计显著性。Spearman 秩相关分析

不是单纯给出了两成对数据的相关系数，而是通过相对严格的假设检验对两样本是否正相关给出了统计

检验。 

5.1. Mann-Whitney U 检验[4] 

将两组样本数据 1 2, , , mX X X 和 1 2, , , nY Y Y 混合并按升序排列，得到每个数据的秩 iR ；然后分别对样

本 1 2, , , mX X X 和 1 2, , , nY Y Y 的秩求平均，得到两个平均秩 /X mW 和 /Y nW ，然后根据这两个平均秩构造

Mann-Whitney U 统计量，基于本文的阐述重点，这两种非参检验的检验统计量的形式具体可参见[4]，这

里通过对如下案例的分析来对这两种检验加以说明。 
[案例 3] [8]现有铅作业工人与非铅作业工人的血铅值(μg/100g)，如下表 5 所示，其中组 1 表示非铅

作业工人的血铅值，组 2 表示铅作业工人的血铅值，试检验两组工人的血铅值有无显著差别(α = 0.05)。 
1) 参数检验：如果运用经典的两独立样本 t 检验，则需要正态性前提。分别对两个组的样本数据通

过正态性检验可以得到如下正态 QQ 图(图 7、图 8)。 
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Table 5. Data lists of blood lead values for two groups of workers 
表 5. 两组工人血铅值的数据列表 

Group 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 

X 5 5 6 7 9 12 12 15 18 21 17 18 20 25 34 43 

 

 
Figure 7. Normal QQ plot of Group 1 
图 7. 组 1 的正态 QQ 图 

 

 
Figure 8. Normal QQ plot of Group 2 
图 8. 组 2 的正态 QQ 图 

 
发现两个组的样本数据的观测值与期望正态值基本在一条直线上，可以直观上认为正态性满足，通

过配对样本 t 检验，得 t 检验统计量结果为−6.4，检验的 p 值为 0.001，高度显著，认为两组工人的血铅
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值显著不同。参数方法的优点在于统计量计算简单，检验精度较高，但需总体的正态性加持，很多时候

这也是一个很大的弊端，而基于次序统计量及衍生出来的秩统计量的 Mann-Whitney U 检验则无需此假

设，可直接检验。 
2) 非参数检验：不需要做正态性检验，直接对两组样本值做 Mann-Whitney U 检验，得如下检验结

果(图 9、图 10)： 
 

 
Figure 9. Mean rank and sum of ranks for two blood lead value groups 
图 9. 两组血铅值混合后的平均秩与秩和 

 

 
Figure 10. Test result 
图 10. 检验结果 

 
基于 Mann-Whitney U 检验的检验统计量的公式[4]，本案例中的统计量值为 4.500，检验的 p 值为

0.001，仍然高度显著，说明铅作业工人与非铅作业工人的血铅值有显著差异，事实上组 2 的平均值 27.8
远超组 1 的平均值 9.9 且差异显著。 

5.2. Spearman 秩相关检验[4] 

[案例 4]某高校某班 17 人某门课程的期中考试成绩 X 与期末考试成绩 Y 的观测值如下表 6 所示： 
 

Table 6. Observations of Midterm score X and Endterm score Y 
表 6. 期中成绩 X 与期末成绩 Y 的观测值 

X 79 83 60 80 73 69 57 74 81 78 76 77 82 75 72 71 54 

Y 87 96 61 83 68 55 71 80 66 79 76 78 90 70 63 74 73 

 
从中断定期末考试成绩与期中考试成绩是否正相关？ 
[分析]为了检验：H0：X 和 Y 不相关；H1：X 和 Y 正相关，对数据进行秩排序可以得到如下的表格，

秩排序规则为 ( )ii RX X= ， ( )ii QY Y= ( )1,2, ,17i =  ， 
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iR  13 17 3 14 7 4 2 8 15 12 10 11 16 9 6 5 1 

iQ  15 17 2 14 5 1 7 13 4 12 10 11 16 6 3 9 8 

 

构造检验统计量 ( )217
1 272i iiS R Q
=

= − =∑ ，计算 Spearman 相关系数
( )2

61 0.667
1s

Sr
n n

= − =
−

 (这里 

17n = )，在 0.01α = 的显著性水平下，查 Spearman 秩相关系数检验的临界值表得 0.01 0.566c = ，由 0.01sr c> ，

拒绝原假设，认为是正相关的。由 SPSS 软件得出的 Pearson 相关系数与 Spearman 秩相关系数及显著性

检验结果如下(图 11、图 12)： 
 

 
Figure 11. Pearson correlations test 
图 11. Pearson 相关检验 

 

 
Figure 12. Spearman rank correlations test 
图 12. Spearman 秩相关检验 

 

可见，Pearson 相关系数
( )( )

( ) ( )
1

2 2

1 1

0.546
n

i ii
n n

i ii i

X X Y Y
r

X X Y Y
=

= =

− −
= =

− −

∑
∑ ∑

，在 α = 0.05 下是显著的，p-value =  

0.023 < 0.05；Spearman 相关系数 rs = 0.667，在 α = 0.01 下是显著的(也称高度显著)，p-value = 0.003 < 0.01，
也即在本例中 Spearman 秩相关检验比常见的 Pearson 相关检验具有更小的犯一类错误的概率。 

6. 总结与展望 

次序统计量由于其在非参数统计中的大量应用而显得尤为重要。本文从次序统计量的概念与性质出

发，通过具体案例展示了离散总体下次序统计量的分布与随机样本分布不同，且丧失了样本原有的独立
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性。理论推导部分运用数学分析方法给出了次序统计量密度函数的另一种证明方法，该方法虽然不比微

元法轻巧，但作为数学分析方法在概率中的一个应用，不失为一种有益的尝试。基于已经得到的连续总

体下次序统计量密度函数公式，通过数值实验说明了次序统计量与样本的分布明显不同。最后通过次序

统计量引出的秩统计量的概念，结合 Mann-Whitney U 检验和 Spearman 秩相关检验说明了次序统计量在

非参数检验中的重要应用。篇幅所限，其他大量的非参数应用本文不赘述。次序统计量、秩统计量及各

种非参数检验场合下检验统计量的构造问题，显著性的非参数检验问题可以作为本文的后续研究内容，

作为经典的参数统计推断的补充，这显然是一项非常有价值的研究课题。 
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