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摘  要 

同伦分析法是一种求解非线性演化方程的有效方法，本文研究了非线性薛定谔方程的同伦分析解。通过

将方程化为耦合的方程组，给出了具有高次非线性和高阶色散的非线性薛定谔方程的孤子解和周期解，

研究可给类似问题的求解提供有益思路。 
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Abstract 
Homotopy analysis method is an effective method for solving nonlinear evolution equations. This 
paper studies the homotopy analysis solutions of nonlinear Schrödinger equations. By converting 
the equations into coupled equation groups, it gives soliton solution and periodic solution for the 
nonlinear Schrödinger equations with high-order nonlinearity and dispersion. The research may 
provide useful insights for solving similar equations. 
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1. 引言 

自然现象大多具有非线性，线性模型在描述客观实在时通常无法充分体现其遵循的变化规律，因此

在数学上通过对非线性模型的研究来探索自然规律是重要且必要的。当方程的自变量与因变量之间的关

系不满足线性关系时，方程称为非线性方程，通常包括非线性代数方程、微分方程、积分方程等，在科

学研究和工程实际上具有非常广泛的应用。以非线性微分方程为例，不仅在基础数学领域具有重要意义，

在应用领域还广泛存在于对航空航天、信息传递、生物现象、化学反应等许多复杂现象的研究中[1]。 
非线性演化方程是描述系统随时间空间演化行为的一类非线性偏微分方程，通常可具有孤子解和周

期解。在自然科学领域，孤波揭示了非线性作用引起的惊人有序性，两个孤波经过相互作用不改变形状、

大小、速度和方向，但允许相位有变化，具有粒子性，所以也被称为孤子。近年来人们已建立了多种直

接而有效的方法求解非线性演化方程，如 Hirota 双线性导数法[2]，Bäcklund 变换[3]，Adomian 分解法[4]，
CK 直接法[5] [6]，Darboux 变换法[7]，Wronskian 技巧[8] [9]，(G’/G)-展开法[10] [11]，幂级数法[11] [12]，
Lie 对称法[13]，反散射法[14]，齐次平衡法[15]等等。近年来，作为一种有效求解微分方程的方法，同伦

分析法(Homotopy Analysis Method，即 HAM)的提出在一些领域得到了广泛应用[16] [17] [18]。因为同伦

分析法不依赖于特定的小参数，故而提供了自由选择参数的自由且提供了一个简单方法控制级数解的收

敛性，显示出求解弱或强非线性方程的有效性[19] [20] [21] [22]。 
非线性薛定谔方程(non-linear Schrödinger equation，即 NLSE)是非线性演化方程中的一个重要模型，

是量子力学中薛定谔方程的非线性拓展，展示如何在不满足线性叠加原理的情况下处理波动现象。这个

方程在数学上对非线性动力系统、偏微分方程理论、复杂系统的数学建模等方面的研究具有重要意义，

同时它又与非线性光学、冷原子物理、水动力学等许多实际问题密切相关，例如可以描述光纤中的光孤

子、单色波的一维自调适、非线性光学的自陷、固体中的热传播、等离子体中朗缪尔波、超导电子在电

磁场中运动、量子隧穿等，因此对该方程的研究不仅在理论上，而且在实际应用上都具有重要性。已有

一些关于 NLSE 的研究成果，包括利用 HAM 求解的初步工作，但类似工作没有给出周期解[23]。 
本文基于同伦分析法对非线性薛定谔方程的求解进行研究，第 2 节在简单介绍同伦分析的基本方法

后，利用其求解标准的非线性薛定谔方程；第 3 节利用同伦分析给出对含有高次非线性和高阶色散的非

线性薛定谔方程求解的基本步骤，然后在第 4 和 5 节分别针对孤子解和周期解进行研究；最后第 6 节给

出文章的分析和总结。 

2. 应用同伦分析法求解非线性薛定谔方程 

2.1. 同伦分析法简介 

考虑一般形式表示的非线性方程 

( ), 0u t =  r                                     (2.1) 
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其中 为非线性算子， ( ),u tr 为待求函数，r 和 t 分别代表空间和时间变量。此时，将 ( )0 ,u tr 假设为非线性

方程的初始猜测解，这里的初始猜测解一方面要满足原非线性方程的边界条件，同时也要与所求的解形式相仿，

这样才能得到更加精确的近似解。同理，我们可设一个辅助参数 0h ≠ 以及一个辅助函数 ( ), 0H t ≠r ，定义辅

助线性算子满足若 ( ), 0f t =r 则 ( )( ), 0f t =r ，此时，把 [ ]0,1q∈ 作为一个嵌入变量，可构造一个同伦 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )

0

0

, ; , , , , , ,

1 , ; , , , ;

t q u t H t h q

q t q u t qhH t t q

φ

φ φ

  

= − − −      

r r r

r r r r



 
                   (2.2) 

需要注意的是，如何选取适当的辅助参数 h 和辅助函数 ( ),H tr 对于同伦分析法起着至关重要的作用，

直接决定了解的收敛性和有效性。正是由于辅助参数 h 和辅助函数 ( ),H tr 的引入，使得在选取初始猜测

解 ( )0 ,u tr 和辅助线性算子时我们可以有很大的选择空间。 
令同伦(2.2)等于零可得 

( ) ( ) ( )0, ; , , , , , , 0t q u t H t h qφ =  r r r                            (2.3) 

得到零阶形变方程形如 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )01 , ; , , , ;q t q u t qhH t t qφ φ− − =      r r r r                     (2.4) 

其中 ( ), ;t qφ r 是原非线性方程的解，这不单取决于初始猜测解 ( )0 ,u tr 的设定，而是辅助线性算子、辅

助参数 h、辅助函数 ( ),H tr ，以及嵌入变量 q 都联合作用于解的确定。 
当我们令 0q = 时，零阶形变方程(2.4)就变为 ( ) ( )0, ;0 , 0t u tφ − =  r r ，由线性算子性质(2.2)可知 

( ) ( )0, ;0 ,t u tφ =r r                                    (2.5) 

当令 1q = 时，由于 0h ≠ 以及 ( ), 0H t ≠r ，零阶形变方程就变成所求的非线性方程 

( ), ;1 0tφ =  r                                     (2.6) 

假定 

( ) ( ), ;1 ,t u tφ =  r r                                  (2.7) 

从式(2.5)~(2.7)可以看到，当嵌入变量 q 从 0 连续增加到 1 的时候， ( ), ;t qφ r 从初始猜测解连续变化

成了非线性方程的解 ( ),u tr ，同伦理论中这种连续变化的过程称为形变。 
既然存在零阶形变方程，则存在高阶形变方程。可以将零阶形变方程对 q 求导 m 次，再除以 !m 后令

0q = ，就能得到与零阶形变方程对应的高阶形变方程 

( ) ( ) ( ) ( )1 1, , , ,m m m m mu t u t hH t R u t− −− =     r r r r                       (2.8) 

其中 

0, 1
1, 2,3,4,m

m
m
=
=


= 
 

                                (2.9) 

同时(2.8)中的 

( ) ( )
( )1

1 1

0

, ;1
1 !

m

m m m

q

t q
R u

m q
φ−

− −

=

∂   =
− ∂

r
                        (2.10) 

需要注意的是无论 m 的取值是否影响高阶形变方程的线性算子，这里的 ( )1m mR u − 都以通过定义的

非线性算子 给出且高阶形变方程的右端只与 1mu − 相关，通过对高阶形变方程的观察，当 m 的取值从 1
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到 n 时，可依次迭代出 ( ) ( )1 2, , , ,u ut tr r 。在迭代 n 次之后可得 ( ),u tr 的 n 阶近似解 

( ) ( )
0

, ,
m

k
k

u t u t
=

≈ ∑r r                                   (2.11) 

显然，高阶形变方程的左边只于线性算子ℒ有关，所以不难得到 

( ) ( )
( ) ( )1

1

, ,
, , m m

m m m

hH t R u t
u t u t −

−

  = +
r r

r r


                      (2.12) 

而由于线性算子具有的性质，故(2.12)式右端的只作用在 ( )1, ,m mR u t− r 的系数上，所以，确定了

( )1, ,m mR u t− r 之后，就能通过(2.11)的累加，求出所需的 n 阶近似解。 
以上介绍即为同伦分析法(homotopy analysis method，即 HAM)的概要。 

2.2. 标准非线性薛定谔方程的求解 

对于标准的(1 + 1)维非线性薛定谔方程，函数 ( ),u x t 满足如下形式 
2

2
2 0u ui u u

t x
α β∂ ∂

+ + =
∂ ∂

                               (2.13) 

式中α 代表群速度色散系数，β 是非线性系数，令 ( ) ( ) ( ), , ,u x t V x t iW x t= + ， ( ),V x t 和 ( ),W x t 为实函数。

代入上式得到 

( )
2

2 2
2 0WV V W W

t x
α β∂ ∂

+ + + =
∂ ∂

                            (2.14) 

( )
2

2 2
2 0VW V W V

t x
α β∂ ∂

− + + =
∂ ∂

                            (2.15) 

初始条件下 ( ) ( )1,0V x f x= ， ( ) ( )2,0W x f x= ，进行行波变换，令 x ctξ = − ， 

( ) ( ) ( ) ( ), ,  ,V x t V W x t Wξ ξ= =                             (2.16) 

选择初始孤子形式的猜测解为 

( ) ( )2 2
0 02e e , 2e eV Wξ ξ ξ ξξ ξ− − − −= − = −                          (2.17) 

得到 

( )

( )

2 1 1
1 1

1 1 12
0 0 0 0 0

2 1 1
1 1

1 1 12
0 0 0 0 0

i m i m i
m m

m m i j m i j i j m i j i j
j i j i j

i m i m i
m m

m m i j m i j i j m i j i j
j i i i i

V W
R V c W V V W W W

V V
R W c W V V W W W

α β
ξ ξ

α β
ξ ξ

− −
− −

− − − − − − − −
= = = = =

− −
− −

− − − − − − − −
= = = = =

 ∂ ∂
= − + + + ∂ ∂  

∂ ∂  = − + − + ∂ ∂  

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑
        (2.18) 

随后解得 

( )

( )

2 6 5 4 3 2
1

2 6 5 4 3 2
2

10 2 9 2 8 2 6 2
7 2

2 1 8 32e 2e e e e 2e e e
35 2 5 35 14
4 16 64 ee 2e e e e 4e e

35 5 35 7
4e 51e 268e 13 35792e            e

3465 2800 2205 30

1V h h h h h h

hV h h h h h

h h h hh

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
ξ

ξ

ξ

− − − − − − − −

−
− − − − − − −

− − − −
−

= − + + − + − + −

= − + + − + − + −

− + − + −

( )

5 2

2 2 2
4 2 3 2

3

521 e
42875 840

564 103 3470633e 7136879e            e e
875 70 4244625 67914000

h

h hh h

V

ξ

ξ ξ
ξ ξ

ξ

−

− −
− −

+
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=

        (2.19) 
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以及 

( )

( )

2 6 5 4 3 2
1

10 2
2 6 5 4 3 2

2

9 2 8 2 6 2
7 2

2 1 8 32 ee 2e e e e 2e e
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h h hh

ξ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ
ξ

ξ

ξ

−
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− −
− − − − − − −

− − −
−

= − + − + − + − +

= − + − + − + − + −
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( )

5 2 4 2

2 2 2
3 2

3

1121 212e e
42875 840 125

113 3337003e 8143969e            e
70 4244625 67914000

h h

h hh

W

ξ ξ

ξ ξ
ξ

ξ

− −

− −
−

+ −

+ − +

=

       (2.20) 

 

 
Figure 1. The first and fifth order homotopy soliton solutions 
of the nonlinear Schrödinger equation vary with ξ . The 
parameters in the figure are selected as 1, 2, 0.3hα β= = = −  
图 1. 非线性薛定谔方程的一阶和五阶同伦孤子解随 ξ 的

变化。图中的参数选择 1, 2, 0.3hα β= = = −  
 

根据上式，可以逐级给出近似解，最终可通过表达式绘出图 1，这里给出了一阶和五阶近似解，可

以发现，方法非常有效，对于这个孤子解的形式，一阶和五阶的差别很小。 
 

 

Figure 2. The error between the exact solution and the fifth 
order homotopy approximation solution 
图 2. 精确解和五阶同伦近似解的误差 

 

同样，我们也在图 2 给出了精确解和五阶同伦分析解的对比，不难看出，最大误差不到 0.2%，我们
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的方法所给出的近似解可以很快收敛到精确解，说明同伦分析法能较好应用于求解此类方程，这验证了

我们方法的可用和高效性。并且，这里只使用一个收敛参数 h，就很好的保证了近似解的收敛性。从图

2 还可以看出，当变量ξ 在 0 以及比较大的数值时，方程的解析解和我们的近似解数值完全相同，而只有

在 0 附近出现些许和解析解的偏离，这在计算中是需要注意的。 

3. 带有高阶色散和高次非线性的薛定谔方程求解 

一般情况下，介质的折射率可写成介质的线性折射率和各种原因引起的微扰和，当介质横向非均匀

引起折射率分布和非线性引起的非线性折射率，折射率会发生变化。求解如下一个含四阶色散(或频散)
和五次非线性的薛定谔方程 

2 3 4
2 432 4

1 22 3 4 0
2 6 24

u u u ui u u i u u
t x x x

ββ β
γ γ∂ ∂ ∂ ∂

− + − + − =
∂ ∂ ∂ ∂

                    (3.1) 

其中 2β ， 3β 和 4β 分别代表不同阶数的色散系数， 1γ 和 2γ 分别为三次和五次非线性项系数。u 表示归一

化的光波电场强度复振幅的包络，x 和 t 表示严传输方向归一化距离和时间。类似地，行波变换后得到一

组 V 和 W 的耦合方程组如下 

( ) ( )

( ) ( )

2 3 4 22 2 2 232 4
1 22 3 4

2 3 4 22 2 2 232 4
1 22 3 4

0
2 6 24

0
2 6 24

V V W W V WW V W

V

W
x t t t

W V W V V W V
x t

V
t

V
t

ββ β
γ γ

ββ β
γ γ

∂ ∂ ∂ ∂
− − + + + − + =

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

− − + − + + − + =
∂ ∂ ∂ ∂

             (3.2) 

假设高阶近似解有形式 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 0
1

2 0
1

;

;

m
m

m

m
m

m

q V V q

q W W q

φ ξ ξ ξ

φ ξ ξ ξ

+∞

=

+∞

=

= +

= +

∑

∑
                              (3.3) 

接着定义非线性算子，形式如下 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 3 4
1 2 1 232 4

2 3 4

22 2 2
1 1 2

2
2 2 2 1

; ; ; ;
;

2 6 24iV
q

N
q q q

q c
φ ξ φ ξ φ ξ φ ξββ β

φ ξ
ξ ξ ξ ξ

γ φ φ φ γ φ φ φ

∂
  

∂ ∂ ∂
= − − − +

∂ ∂ ∂ ∂

+ + +−

            (3.4) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 3 4
2 1 2 132 4

2 3 4

22 2 2
1 1 2 1 2

2
1 1

; ; ; ;
;

2 6 24W i
q q q q

N q c
φ ξ φ ξ φ ξ φ ξββ β

φ ξ
ξ ξ ξ ξ

γ φ φ φ γ φ φ φ

  
∂ ∂ ∂ ∂

= − + −
∂ ∂ ∂ ∂

+ + − +

             (3.5) 

构造零阶形变方程 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 0 1

2 0 2

1 ; ; ,

1 ; ; ,
v

w

q L q V qhHN q q

q L q W qhHN q q

φ ξ ξ φ ξ

φ ξ ξ φ ξ

− − =  
− −

  
     = 

                     (3.6) 

可见当 q 从 0 变化到 1 时，在式(3.11)可以看到 ( )1 ;qφ ξ 和 ( )2 ;qφ ξ 从初始猜测解 ( )0V ξ 和 ( )0W ξ 连续

变化为原方程的解 ( )V ξ 和 ( )W ξ ，同时运用泰勒展开对 ( )V ξ 和 ( )W ξ 在 1q = 进行展开，得到级数解 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0
1

0
1

m
m

m
m

V V V

W W W

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

+∞

=
+∞

=

= +

= +

∑

∑
                              (3.7) 
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两边对 q 求导 m 次同时除以 !m ，再令 0q = 就能得到与零阶形变方程对应的 m 阶形变方程 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1

1 1

m m m m m

m m m m m

V V hR V

W W hR W

ξ ξ

ξ ξ
− −

− −

  − =

− =  

 

 
                          (3.8) 

根据 mR 的表达式，进而可以得到 V 和 W 的逐级近似解。下面以孤子解和周期解为例给出过程。 

4. 孤子解的获得 

根据孤子解特性，选择初始猜测解形式为 

( ) ( )2 2
0 02e e ,  2e eV Wξ ξ ξ ξξ ξ− − − −= − = −                           (4.1) 

然后选择辅助线性算子 
2 2

2 2,  V W
V V W W

ξ ξξ ξ
∂ ∂ ∂ ∂

= + = +
∂ ∂∂ ∂

                               (4.2) 

此时辅助线性算子有 

e e 0ξ ξ− + =                                      (4.3) 

依照规律可以得到 

( )
2 3 4

1 1 3 1 12 4
1 2 3 4

0

1 1

1 1 2 1
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

2 6 24

2

i
m m m m

m m i j
j

m i i m i i

m i j i j j i j m i j i j j i j
i j j i j j

i i i i

j i j j i j j i j j i j
j j j j

V W V W
R V c

W V V W W W V V V V

W W W W V V W W

ββ β
ξ ξ ξ ξ

γ γ

− − − −
− −

=

− −

− − − − − − − −
= = = = = =

− − − −
= = = =

∂ ∂ ∂ ∂

  
  
  

= − − − +
∂ ∂ ∂ ∂

+ + −


+ + 



∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

( )
2 3 4

1 1 3 1 12 4
1 2 3 4

0

1 1

1 1 2 1
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

2 6 24

2

i
m m m m

m m i j
j

m i i m i i

m i j i j j i j m i j i j j i j
i j j i j j

i i i i

j i j j i j j i j j i j
j j j j

V V

W V W V
R W c

V V W W V V V V

W W W W V V W W

ββ β
ξ ξ ξ ξ

γ γ

− − − −
− −

=

− −

− − − − − − − −
= = = = = =

− − − −
= = = =

∂ ∂ ∂ ∂
= + − −

∂ ∂ ∂ ∂
  

+ + −  
  

+




+

∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

           (4.4) 

接着，可以利用微分方程的解的性质，求解所需的未知参数。 
 

 

Figure 3. Curve of change of parameter c varying with conver-
gence parameter h 
图 3. 参数 c 随收敛参数 h 的变化曲线 
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我们知道，微分方程的解可表达为 

( ) ( )
( ) ( )

1 0 1

1 0 1

e e

e e
m m m m

m m m m

V V V k k

W W W k k

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

∗ −
−

∗ −
−

= + + +

= + + +




                          (4.5) 

依据微分方程解的性质可以得到解的形式，依据同样的步骤，通过累加求和的形式，得到高阶同伦

近似解 ( )V ξ 和 ( )W ξ 以及未知参数。求解高次薛定谔方程，得到未知参数 c 关于收敛参数 h 的图像如图

3 所示。 
从图 3 看出，当 h 在 0 附近的一个小区间内，可保证参数 c 值稳定，在此区间高阶同伦解是收敛的，

我们通过迭代得到高阶近似解 ( )V ξ 和 ( )W ξ 如下 

( )

( )

2 10 9 8 7 6
1

2
5 4 3

2

2 1 80 10 158e 2e e e e e e
99 4 63 3 35

13 8 608e 773e            e e 2e
6 5 3465 2772

V h h h h h

h hh h h

V

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ ξ

ξ

ξ

− − − − − − −

− −
− − −

= − + − + − + −

+ + − + +

=

             (4.6) 

以及 

( )

( )

2 10 9 8 7 6
1

2
5 4 3

2

2 1 80 10 158e 2e e e e e e
99 4 63 3 35

13 8 608e 773e             e e 2e
6 5 3465 2772

W h h h h h

h hh h h

W

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ ξ

ξ

ξ

− − − − − − −

− −
− − −

= − + + − + − +

− − + − −

=

             (4.7) 

根据图 3 及计算，取 0.01h = ，画出孤子解图 4。 
 

 

(a)                                         (b) 

Figure 4. (a) The evolution curves of the first, third, and fifth order homotopy soliton solutions with respect to ξ . (b) The 
3D plot of the fifth order homotopy approximation solution with respect to x and t. The parameters are selected as 

1 2 2 3 42, 1, 1, 1, 1, 0.01hγ γ β β β= = = = = =  
图 4. (a) 一阶、三阶和五阶同伦孤子解随 ξ 的演化曲线。(b) 五阶同伦近似解随 x 和 t 的变化关系 3D 图。参数的选

取为 1 2 2 3 42, 1, 1, 1, 1, 0.01hγ γ β β β= = = = = =  
 

通过图 4 可以发现，一、三和五阶的近似解非常接近，说明这个方法的收敛性质非常好，仅需要计

https://doi.org/10.12677/pm.2024.142051


徐扬 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2024.142051 535 理论数学 
 

算初始几阶即可得到准确率很高的结论。 

5. 周期解的获得 

考虑周期解的形式为三角函数形式，选择初始猜测解为 

( ) ( ) ( ) ( )0 0cos ,  cosV Wξ ξ ξ ξ= =                              (5.1) 

根据同伦分析可以得到 

( )
2 3 4

1 1 3 1 12 4
1 2 3 4
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1 1
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0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

2 6 24
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j

i
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∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
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∂ ∂ ∂ ∂
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  


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
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∑
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          (5.2) 

和图 3 类似，得到未知参数 c 关于收敛参数 h 的图像如下图 5 所示。 
 

 

Figure 5. Curve of parameter c evolves with h 
图 5. 参数 c 随收敛参数 h 的变化曲线 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

1

2

2

2

1 1cos cos 3 cos 5
64 192

1 1 1 cos 3 cos 3 cos 5 cos 5
8 8 8

1 1 1 1 cos cos 3 cos 3 cos 5 cos 5
8 8 8 48

V h h

h

h

V

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ

= + +

 + + − − +  
 − + − − + +  

=

            (5.3) 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
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2
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2

1 1cos cos 3 cos 5
64 192

1 1 cos 3 cos 5 cos 3 cos 5
8 8 8

1 1 1 cos cos 3 cos 5 cos 3 cos 5
8 8 8

1

8
1

4

W h h

h

h

W

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ

= − −

 + − − + +  
 − − − + + −  

=

            (5.4) 

根据图 5 以及计算，发现参数 c 随 h 的变化在一个小范围内是平直的，我们可取 0.1h = ，进而给出

周期解图 6。 
 

 

(a)                                         (b) 

Figure 6. (a) The evolution curves of the first, third, and fifth order homotopy soliton solutions with respect to ξ . (b) The 
3D plot of the fifth order homotopy approximation solution with respect to x and t. The parameters are selected as 

1 2 2 3 42, 1, 1, 1, 1, 0.1hγ γ β β β= = = = = =  
图 6. (a) 一阶、三阶和五阶同伦周期解随 ξ 变化曲线。(b) 五阶同伦周期解随 x 和 t 的变化关系 3D 图。参数的选取

为 1 2 2 3 42, 1, 1, 1, 1, 0.1hγ γ β β β= = = = = =  
 

通过图 6 发现，一阶到五阶的解随着振荡出现部分偏离，一阶解随ξ 的变化幅度基本不变，而通过

更高阶的计算，我们发现，三阶和五阶曲线在从 0ξ = 往正负开始计数的偶次振荡逐渐偏离一阶解的曲线，

迭代次数越多，偏离一阶解越明显。说明在周期解的情况下，我们的同伦分析方法依然可以在比较小的

迭代次数之后，得到准确度高的解，但是一阶解和高次迭代的解逐渐出现部分偏离，这里有规律的偏离

也恰好体现了方程解的内禀对称性。 

6. 结论 

本文通过对同伦分析法的介绍，研究了非线性薛定谔方程的解。对具有高阶色散和高次非线性的非

线性薛定谔方程进行了研究，通过将原始的复系数方程变成一组实系数方程，然后进行求解，讨论了方

程的孤子解和周期解。这些解在数学和相关领域的应用中是广受关注的，也具有很强的实际应用背景。

通过绘制收敛参数 h 的曲线，可以得到参数的取值范围进而给出方程的解中各参数的取值范围。需要指

出的是，这里的求解过程不依赖于方程中含有小参数，因此这个方法在应用于求解非线性偏微分方程中

具有优势。可以发现，无论是孤子解还是周期解，随着迭代次数的增加，可以更加逼近真实解的情况，

这提示我们，有关方法及其应用可以给相关的研究提供有益参考。 
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