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摘  要 

疾病关联性研究存在大量的基因与基因的交互效应(gene-gene interaction)和基因与环境因素的交互效

应(gene-environment interaction)分析，以上交互效应对个体化诊疗具有极为重要的参考价值。针对

基因与基因交互效应，本文提出了一种具有函数交互效应的Cox比例风险模型。该方法将基因的多个单

核苷酸多态性(SNP)之间的交互效应进行函数化处理，大大降低了待估参数的维数。基因–基因的交互

作用的假设检验采用似然比(LRT)检验统计量。经模拟研究表明，所提方法能够较好地控制第I类错误率，

功效也比较高。实例分析表明，利用所提出的方法能够有效地检测出与老年黄斑变性和白内障(AREDS)
相关联的基因–基因交互作用。 
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Abstract 
Gene-Gene interaction and Gene-Environment interaction have been widely used in disease associa-
tion analysis. In particular, the interaction effect of personalized medicine has a very important re-
search value. In this paper, a Cox proportional hazards model with functional interaction effect is 
proposed, which mainly studies Gene-Gene interaction effect. The interaction effects between mul-
tiple Single-nucleotide polymorphism of genes (SNPs) are functionally processed, which greatly re-
duces the dimension of the parameters to be estimated. The likelihood ratio (LRT) test was used to 
test for Gene-Gene interaction. A large number of simulation studies show that the proposed method 
can control the Type I error rate better, and the Power is also high. The proposed method can effec-
tively detect gene-gene interactions associated with macular degeneration and cataract (AREDS). 
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1. 引言 

全基因组关联分析(Genome-wide Association study, GWAS) [1] [2] [3]是疾病关联分析中应用较为广

泛的分析方法。GWAS 主要是研究单核苷酸多态性(Single-nucleotide polymorphisms, SNP)与疾病的关联

分析。研究人员已经利用 GWAS 识别出很多与疾病或复杂性状相关的 SNP。但大多数 SNP 的效应可能

很小，也不能完全解释疾病或复杂性状的遗传效应。 
进一步的研究表明基因与环境因素的交互效应对复杂性状或疾病的解释也起着极为重要的作用。由

于基因主效应对于复杂性状或疾病的解释比较有限，基因与基因的交互效应(gene-gene interaction, GGI)
分析得到了越来越多的研究[4] [5]，基因之间的相互作用能够影响复杂性状的表现，包括一些常见疾病。

理解这些交互效应对于疾病的发病机制和个体之间的差异至关重要。基因交互效应有助于揭示遗传学中

的复杂性，帮助我们更好地理解基因对生物体特征和疾病易感性的贡献[6]。 
多数疾病都是由多个基因和环境因素相互作用引起的。基因之间的复杂交互可以导致疾病的多样性

和不同个体之间的差异。特定基因的单一变异可能并不足以显著增加疾病风险，但是当这些基因与其他

基因相互作用时，可以导致更高的疾病风险。同时基因交互作用可以从网络生物学的角度来理解[7]，即

基因以复杂的网络方式相互连接。这种网络的破坏或改变可能与疾病的发生和发展密切相关。不同个体

之间的基因组组合各异，这意味着对于相同疾病，可能存在不同的遗传机制。总体而言，深入研究基因

与基因之间的交互作用有助于揭示疾病的遗传基础，为个性化医疗和疾病治疗提供更深入的理解和方法。 
在研究遗传变量之间的交互效应中，基因与基因交互效应的分析涉及多种方法，研究人员提出了几

种方法[8] [9]来检测 SNP-SNP 的交互效应，通过这种关联分析，研究人员可以检测基因变异与疾病之间

的关系。这可以通过单一基因关联(单基因研究)或考虑多个基因同时的关联来进行(多基因关联研究) 
[10]：如基于熵的统计、Logit 模型等[11] [12] [13]；其他技术同时也包括多因素降维(Multifactor dimen-
sionality reduction, MDR)、BOOST、RRIntCC、GenEpi [14] [15] [16] [17]以及一些加速方法[18]。这些方

Open Access

https://doi.org/10.12677/pm.2024.142079
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


郭诗雨 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2024.142079 819 理论数学 
 

法有几个潜在的优点。首先，它通常含有更少的基因，可减少成对检验的数量。由于交互效应的存在，

这些方法也适用于基因的主效应研究。此外，生物学的一些先验(例如，关于蛋白质与蛋白质交互效应

(Protein-Protein Interaction Network, PPI)或已知的基因关联信息)也可以很容易地引入到研究中。同时使用

机器学习算法，如随机森林、支持向量机、神经网络等，也可以来探索基因之间的复杂交互效应。不过，

这些方法也存在一些挑战和不足：基因交互效应分析往往涉及大量基因组数据，导致维度灾难[19] [20]，
使得分析变得更为复杂。在分析多个基因或变异时，需要考虑多重比较问题，以避免虚假的关联结果。

机器学习等复杂模型的解释性可能较差，难以理解具体的基因之间交互的生物学意义。最近，研究人员

提出了一种称为 AGGrGATOR [21]的方法，该方法在标记水平上结合 P 值检验基因交互效应的显著性，

这是用于检测定量表型下的交互效应的策略[22]。也有研究人员提出了一种基于熵的非参数方法 GBIGM 
[23]检测交互效应。在生物学中，植物的性状[24]也受到许多基因与基因之间交互效应的影响。有研究表

明 EYA4 基因和 GRHL2 基因之间的交互效应与噪声性耳聋(Noise-induced hearing loss, NIHL)的发生存在

关联[25]。基因之间的交互效应得到了越来越多的研究验证。这些方法遇到的主要问题之一是多重检验的

校正会导致的高阶效应或成对检验的显著性受到影响。 
同时近年来，越来越多的高频观测数据以函数曲线的形式出现，比如每分钟股票价格数据、汇率数

据、气温数据、小时 PM2.5 数据、光谱数据等，这些数据常用的分析方法是函数型数据分析(Functional Data 
Analysis, FDA) [26]。大数据时代传统的结构化数据也从简单的点数据，扩展到区间数据、符号数据和函

数型数据等[27]。函数型数据分析已经成为统计分析中越来越重要的研究方向。函数回归分析也得到了越

来越广泛的研究和应用。 
从很多已有的研究结果中可以看到，与疾病相关联的基因数目一般都比较大，若进一步考虑交互效

应将使得模型待估参数的个数变得非常高，这给统计分析带来了很大的挑战。另外有些主效应和交互效

应比较弱，检测比较困难。综合来看，要解决该问题需要综合运用多种方法来克服挑战，如何降维以及

如何处理交互效应，在这里本文利用函数回归模型对主效应和交互效应进行整体考虑，基因组数据通常

是高维度的，处理这些大规模的遗传信息需要发展更有效的统计和计算方法。模型中的函数效应可通过

常用的基展开进行估计，这也可以有效地降低的降低模型待估参数的维数，也更有利于检测出弱效应。

本文将基因位点(loci)连续化[28]，把基因的主效应和基因与基因的交互效应进行函数化处理，这种扩展

的 Cox 模型对于生存分析中考虑基因与基因之间的交互作用是一种常见的方法。当考虑基因与基因的交

互作用时，Cox 比例风险模型可以包含这些交互项。交互作用项评估基因之间的相互作用对生存时间的

影响是否显著。基于此，我们建立了函数型交互效应 Cox 比例风险模型。 

2. 模型介绍 

2.1. Cox 比例风险模型 

在这里我们知道 Cox 比例风险模型的基本形式为： 

( ) ( ) 1 1 2 2
0, e m mx x xh t X h t β β β+ + +=   

在上式中， 1, , mx x 表示自变量， 1 2, , , mβ β β 为自变量的偏回归系数。 ( )0h t 表示 t 时刻的基准风险

率函数。 

2.2. 函数交互效应 Cox 比例风险模型 

假设有 m 个 SNP，对应的基因位点为 1 20 mu u u≤ ≤ ≤ ≤ ，在具体分析中可以将基因位点进行归一化

处理。 
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令 iT 表示个体 i的生存时间， iC 表示其右截尾时间。设 ( )min ,i i iy T C= 是观察到的时间， ( )1i i iy Tδ = = 。

此外，设 ( ) ( )( )T
1 , ,i i i mX X u X u=  表示 m 个 SNP 的基因型，其中 ( )( )0,1,2i jX u = 是 ju 位置的次等位基因

(Minor Allele)的数目，并且 ( )T
1, ,i i icZ Z Z=  表示协变量向量。 

对于上面的数据，常规的 Cox 比例风险模型为 

( ) ( ) ( ) ( )
1

0
1 1

, exp
m m m

i i i i i j j i j i k jk
j j k j

Z X Z X u X u X uλ λ α β β
−

= = >

 
′= + + 

 
∑ ∑∑  

当 m 较小时，上面的模型可以用于交互效应和主效应分析；当 m 很大时，则该模型可能会因为参数

过多而无法估计，即使能够估计模型参数，其功效也会较低。 
为了有效降低模型参数个数和提高功效，基于 Zhang et al. (2021) [28]，本文提出如下函数型 Cox 比

例风险模型： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 0

1

:0 1
, exp d , d di i i i i i iD u v

Z X Z X u u u X u X v u v u vλ λ α β β
≤ < ≤

′= + +∫ ∫∫           (1) 

其中 0λ 是基线风险函数， ( )uβ 是关于 u 的主效应函数，0 1u v≤ < ≤ ， ( ),u vβ 是关于 u、v 的交互效应函

数。 
在模型(1)中，假设主效应函数 ( )uβ 是光滑的，即 ( )uβ 是关于 u 的连续函数。它可以用 B 样条函数展

开。假设 ( )uβ 由一系列Kβ 基函数 ( ) ( )1 , , Ku u
β

ψ ψ 展开为 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )1 1, , , ,K Ku u u u
β β

β ψ ψ β β ψ β′= =′  ，其中 ( )1, , Kβ
β β β ′=  是系数的 1Kβ × 向量， 

( ) ( ) ( )( )1 , , Ku u u
β

ψ ψ ψ ′=  。在这里我们利用 B 样条基： ( ) ( ) , 1, ,k ku B u k Kβψ = =  来展开主效应函数。 

设 ( ) , 1, ,u k Kϕ =  是一系列 K 基函数，如 B 样条基函数。设Φ 表示含有 ( )K juϕ 的 m K× 矩阵，

( ) ( ) ( )( )1 , , Ku u uϕ ϕ ϕ ′=  。利用已有结果[24] [25] [26]， ( )iX u 可由下式进行估计： 

( ) ( ) ( )( ) [ ] ( )1
1

ˆ , ,i i i mX u x u x u uφ−′= Φ Φ Φ                        (2) 

对于交互作用，根据对称性，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
:0 1 :0 1

0 1

1, d d , d d
2i i i i

D u v D u
v

X u X v u v u v X u X v u v u vβ β
≤ ≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

=∫∫ ∫∫  

对于交互效应函数，我们利用张量积[29]对 ( ),u vβ 进行展开。 
张量积使一维 P 样条自然地延伸到二维，假设除了 x 之外，还有第二个解释变量 v。对于 1, ,i m=  ，

有数据三元组 ( ), ,i i iv x y 。寻找一个光滑的曲面 ( ),v x ，它可以给出数据一个很好的近似。设 B，m L× 是

沿 x的B样条基，B，m K× 是沿 v的B样条基。构成KL张量积 ( ) ( ) ( ), , 1, , ; 1, ,kl k lT v x B v B x k K l L= = =  。

设 [ ]A kl= 是系数的 K L× 矩阵。然后，对于给定的 A，我们得到 ( ),v x 的拟合值是： 

( ) ( ) ( ), k l klk lv x B v B xµ α=∑ ∑


 

因此在这里我们设 [ ]klγ γ= 是系数的 K L× 矩阵，则 ( ) ( ) ( ), kl k lk lu v u vβ γ ψ ψ=∑ ∑ 。令 

( ) ( ) ( )( ) [ ] ( )1
1

ˆ , ,i i i i ma X u x u x u uφ−′= = Φ Φ Φ






                        (3) 

模型(1)可利用上面的基展开表示为 

( ) ( ){ }0, expi i i i i iZ X Z W W Vecλ λ α β γ′ ′⋅ ′⋅′= + +                         (4) 
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其中 

( ) ( )T

12 13 1 23 24 2 34 35 3, , , , , , , , , , , , , ,K K K K KVec
β β β β

γ α α α α α α α α α α=       

( ) ( )( ) [ ] ( ) ( )1
1

1

0
, , di i i mW x u x u u u uφ ψ−′ ′ ′= Φ Φ Φ ∫  

( ),12 ,1 ,23 ,2 ,, , , , , ,i i i K i i K i K KW w w w w w
β β β β

′′=   , 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 1
T

:0 1,
0 1

1

d d
K

D ui kl i k l i
v

K K K

u v u v
w a u v u v a

u v u v

φ φ φ φ
ψ ψ

φ φ φ φ
≤ ≤
≤ ≤

 
 = ⋅ ⋅ 
 
 

∫∫




 





  

3. 模拟研究 

3.1. 模拟设置 

在下面的模拟中，显著性水平为 0.05、0.01 和 0.001；考虑三种删失情况：(a) ( )~ 0,10iC U ，(b)  
( )~ 0,5iC U ，(c) ( )~ 0,3iC U 。基因型是从 6 kb 和 9 kb 亚区的 SNP 中选择的，在下面模拟中的模型含

有 100 个 SNP。样本量为 2000n = 和 2500n = ，每种设置组合下，重复进行 4000 次模拟。 
模型中的 SNP 主效应 ( )10logj jc MAFβ = ，其中 jMAF (Minor Allele Frequency，次等位基因频率)

是第 j 个 SNP 的次等位基因频率。罕见变异(Rare Variant)通常是指 MAF ≤ 0.05 的 SNP。在模拟中，考虑

10%的变异在 6 kb 和 9 kb 区域被选择作为关联变异，对于关联变异考虑两种组合：1、10%的常见变异

(common variant)和 90%的罕见变异；2、100%的罕见变异。对于 6 kb 亚区， ( )log 70c k= ；对于 9 kb

来说， ( ) ( )log 70 2c k= 。常数 k 和遗传效应大小随着区域大小的增加而减小。对于第一种变异组合，在

6 kb 亚区，k = 5.5；在 9 kb 亚区，k = 6；对于所有 SNP 为罕见变异的情况，在 6 kb 亚区，k = 1.25；在 9 
kb 亚区，k = 1.5。 

3.2. 第 I 类错误率 

生存时间由如下模型生成： 

( ) ( ) ( )1 2 1 1

4log
exp0.005 50 0.05

i
i

i i i q i q

UT
Z Z x u x uβ β

= −
− + + + +

 

其中 iU 是均匀分布的随机变量 U(0,1)， iZ 是从正态分布 ( )250,5N 到模型的连续协变量。基于所设置的模

型和模拟参数，对每个产生的数据利用提出的交互效应模型(3)进行分析，并利用 LRT 检验累积交互效应

是否显著。 
在附表 1 中(详见附录)，所有变异(常见和罕见)都用于在零假设下生成基因和生存时间数据。显著性

水平 α 分别取值为 0.05，0.01，0.001。总的来说，所提出的模型能够较好的控制了第 I 类错误率。这两

个模型在 6 kb 和 9 kb 的区域尺寸以及 2000 和 2500 的样本量下都是稳定的，结果非常相似。模拟结果表

明所提出的模型在区域大小、检查方案、名义水平均是稳定的和有效的。 

3.3. 功效模拟分析 

生存时间由如下模型产生： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 0 1

4log
exp0.005 50 0.05 ,

k l

i
i

i i i q i q i k i l k lu v

UT
Z Z x u x u X u X v u vβ β β

≤ < ≤

= −
− + + + + +∑
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在这里 ( ) ( )10, logk l I k lu v c MAF MAFβ = ∗ ， Ic 对于 6 kb 亚区， ( )log 70I Ic k= ；对于 9 kb 来说，

( ) ( )log 70 2I Ic k= 。当罕见变异占比为 90%，常见变异占比为 10%时，在 6 kb 亚区， 8Ik = ；在 9 kb 亚

区， 8.5Ik = ；对于所有 SNP 为罕见变异的情况，在 6 kb 亚区， 2.75Ik = ；在 9 kb 亚区， 4Ik = 。 
当样本大小为 2000 时，功率如图 A、B 所示，6 kb 和 9 kb 分别代表不同的区域，当样本大小为 2500 

 

 
Figure 1. When the sample size was 2000 and 2500, and the region size was 6 KB and 9 kb, 
the LRT statistic was a potential function at α = 0.01, where some variants were common and 
others were rare. The Order of B-spline basis is 4 
图 1. 当样本量为 2000 和 2500，区域大小为 6 kb 和 9 kb 时，LRT 统计量在 α = 0.01 时

的势函数，其中一些变异是常见的，其余变异是罕见的。B 样条基的阶为 4 
 

 
Figure 2. When the sample size was 2000 and 2500, and the region size was 6 KB and 9 kb, 
the LRT statistic was a potential function at α = 0.01, and all variants were rare 
图 2. 当样本量为 2000 和 2500，区域大小为 6 kb 和 9 kb 时，LRT 统计量在 α = 0.01 时

的势函数，所有变异都是罕见的 
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时，功率如图 C、D 所示，6 kb 和 9 kb 分别代表不同的区域；在图 A-D 中，常见变异和罕见变异占比分

别为 90%和 10%。在图 E-H 中，所有 SNP 为罕见变异。 
图 1 四个图的每个图中，比较了三种不同删失率、不同样本容量、不同区域的功效，所提出的 Cox

比例风险模型均能比较有效的检测出累积交互效应，功效随着样本容量的增加及删失率的减少而增加。

图 2 中分析了变异全部为罕见变异的情况，从图中可以看到与图 1 类似的功效表现。函数交互效应 Cox
比例风险模型 LRT 统计量是非常稳定的，因为它们不强烈依赖于基因型数据是否平滑。 

4. 案例分析 

在 AREDS (Age-Related Eye Disease Study 年龄相关眼病研究)中的应用 

利用所提出的函数交互效应 Cox 比例风险模型来分析 AREDS [24]数据(年龄相关眼病研究组，1999)。
AREDS 是一项临床试验，旨在了解影响老年黄斑变性和白内障的风险因素，这两种疾病是导致老年人视

力丧失的主要原因。共有 2911 人被纳入这项分析，其中 1650 人为男性，1261 人为女性。2911 人的平均

年龄为 68.65 岁，标准差为 4.92 岁。本文仅研究左眼的视力数据，左眼的删失率为 76%。在分析中，我

们将年龄和性别作为协变量进行调整，且每个个体都有长期的表型数据。根据 Seddon 等人在 2007 的研

究中表明在 AMD (age-related macular degeneration 老年黄斑变性)疾病研究中有两个基因区域，CFH 和

ARMS2，与 AMD 的风险及其进展相关。这里只研究 CFH 基因区的交互效应。在 CFH 基因区域有 103
个罕见变异，59 个常见变异，CFH 基因的常见和罕见变异都会影响 AMD 的进展。在这里我们在样条函

数的处理中除了使用 B 样条之外还使用了傅立叶样条，此外我们还利用 Logistic 模型[30]对交互作用的显

著性进行分析，结果见表 1，显示这个基因区内的 SNP 之间的交互作用对老年黄斑变性风险有显著影响，

对于结果来说，我们提出的带有 B 样条的 Cox 模型效果更为显著，Logistic 模型的显著性明显不如我们

所提出的模型。 
 
Table 1. Interaction within CFH gene fragments 
表 1. CFH 基因片段内的交互作用 

变体 
类型 基因 SNP 数量 Cox 模型 LRT 统计 

的 P 值(B-Spline) 
Cox 模型 LRT 统计 

的 P 值(Fourier-Spline) 
Logistic 模型 LRT 统计 

的 P 值(B-Spline) 
Logistic 模型 LRT 统计 
的 P 值(Fourier-Spline) 

全部 
变异 

CFH 162 7.12 × e−12 3.74 × e−9 0.0051598 0.0054327 

 CFH × CFH  9.23 × e−13 4.14 × e−11 0.0433671 0.0465722 

常见 
变异 

CFH 59 <2 × e−16 0.00145679 0.0342618 0.0378653 

 CFH × CFH  5.49 × e−9 3.17 × e−7 0.056437 0.052315 

罕见 
变异 

CFH 103 8.18 × e−16 4.36 × e−10 0.065725 0.065438 

 CFH × CFH  7.12 × e−11 5.25 × e−9 0.076231 0.065438 

注：罕见变异定义为 MAF ≤ 0.05 的变异，常见变异定义为 MAF > 0.05 的变异。CFH × CFH 表示 CHF 基因片段的

SNP 之间的交互效应。 

5. 总结 

本文在 Bingsong Zhang 等研究基础上对基因–基因交互效应的检测上进行了拓展。与疾病相关联的

SNP 数量比较大时，它们之间的交互效应维数将会极大的增加，有些交互效应也比较微弱，这使得交互
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效应的分析变得较为困难。本文在基因主效应函数化的基础上把基因–基因交互效应也进行函数化，通

过基展开，可有效降低待估参数的维数，也可对交互效应进行有效检测。在前面模拟中，SNP 的个数为

100，两两交互效应的数量高达 4950，待估参数的个数远大于观测值的数量。通过将主效应和交互效应

进行函数化，极大地降低了待估参数的个数。从模拟结果可以看出第 I 类错误率在各种情形下都得到了

很好的控制。此外，在功效的模拟研究分析中，所提出方法可有效地检测出基因–基因交互效应。第四

部分将所提出的函数型 Cox 模型应用在了眼部疾病的数据中，分析结果表明我们的模型验证了 CFH 基因

会影响老年黄斑变性的进展，其基因片段内的 SNP 之间的交互效应也会影响老年黄斑变性的进展，不论

它是常见变异还是罕见变异。这显示了加入交互效应的模型的有效性。 
本文的研究对于基因–基因交互效应的分析主要检验的是累积交互效应，但是部分交互效应可能会

不显著，也不应该放入模型进行分析，否则会降低检验的效率。另外，高阶交互效应、基因–环境因子

等还没有进行考虑，这些均可作为未来研究的内容。 
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附  录 

 
Appendix Table 1. Type I error rates for two sample sizes 
附表 1. 两种样本容量下的第 I 类错误率 

样本量 区间量 删失分布 名义水平 情景 1 情景 2 

2000 

6 kb 

U(0,10) 

0.05 0.0503 0.0512 

0.01 0.0101 0.0132 

0.001 0.0011 0.0017 

0.0001 0.0000 0.0000 

U(0,5) 

0.05 0.0506 0.0511 

0.01 0.0104 0.0101 

0.001 0.0015 0.0011 

0.0001 0.0000 0.0000 

U(0,3) 

0.05 0.0504 0.0501 

0.01 0.012 0.012 

0.001 0.0014 0.0009 

0.0001 0.0000 0.0000 

9 kb 

U(0,10) 

0.05 0.0487 0.0507 

0.01 0.0089 0.0112 

0.001 0.0014 0.0013 

0.0001 0.0000 0.0000 

U(0,5) 

0.05 0.0517 0.0509 

0.01 0.0117 0.0102 

0.001 0.0013 0.0008 

0.0001 0.0000 0.0000 

U(0,3) 

0.05 0.0537 0.0492 

0.01 0.0112 0.0141 

0.001 0.0017 0.0013 

0.0001 0.0000 0.0000 

2500 6 kb 

U(0,10) 

0.05 0.0455 0.0517 

0.01 0.01 0.014 

0.001 0.0008 0.0015 

0.0001 0.0000 0.0000 

U(0,5) 

0.05 0.0528 0.0519 

0.01 0.0105 0.0112 

0.001 9e-04 0.0017 

0.0001 0.0000 0.0000 
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续表 

2500 

6 kb U(0,3) 

0.05 0.0493 0.0544 

0.01 0.0114 0.0129 

0.001 0.0014 0.00079 

0.0001 0.0000 0.0000 

9 kb 

U(0,10) 

0.05 0.0551 0.0565 

0.01 0.0108 0.0101 

0.001 0.0012 0.0017 

0.0001 0.0000 0.0000 

U(0,5) 

0.05 0.0573 0.0462 

0.01 0.0112 0.0103 

0.001 0.0009 0.0012 

0.0001 0.0000 0.0000 

U(0,3) 

0.05 0.0476 0.0511 

0.01 0.0113 0.0112 

0.001 0.0019 0.0016 

0.0001 0.0000 0.0000 

(当区域大小为 6 和 9 kb 时，名义水平 α = 0.05，0.01，0.001，0.0001 的 Cox FR LRT 统计量的第 I 类错误率，情景 1
表示有一些变体是常见的，其余的是罕见的，情景二表示所有变异都是罕见的。) 
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