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Abstract: This paper studies single outlier detection in the spatial auto-regressive error model. Specific for-
mula based on score statistics and their approximate distributions are derived under mean-shift outlier model 
and variance-weighted model respectively. Analysis of a real example shows that the proposed method is ef-
fective for identifying outlier in the spatial auto-regressive error model. Finally a modified model to adjust 
the outliers is proposed and compared with the original model. 
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摘  要：本文研究了空间误差模型中单个异常值检验问题。分别在均值漂移模型和方差加权模型这两

种异常值模型下给出了得分检验统计量的具体形式及其近似分布。并应用 Anselin(1988)的哥伦比亚市

犯罪数据进行实例分析，以证实方法的有效性。最后，利用修正模型对异常值进行处理和分析。 
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1. 引言 

异常值检验问题一直是统计学中的一个重要研

究领域。对一元、多元样本，线性模型中异常值检验

的研究已经取得了较好的成果 (Barnett and Lewis, 

1994)[1]。对一些较为复杂的统计模型的异常值检验问

题，也有相关的研究。如 Tsay(1986)[2]和 Ljung(1993)[3] 

研究了时间序列模型中的异常值识别问题。Schall and 

Dunne(1988)[4]研究了一般线性模型在不同异常值模

型下的异常值检验问题。石磊等(2006)[5]研究了随机效

应模型中异常值的检验问题。Shi and Chen(2008)[6]对

多水平模型中存在的异常值提出了一种近似的检验

方法。在空间计量模型中，数据之间具有较强的空间

相关性。对于这类数据，异常值的存在对空间计量模

型参数估计及统计推断有较大的影响，而且形式更为
*基金项目：国家自然科学基金项目“局部影响分析及其相关问题

研究”，项目批准号：11161053。 
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复杂。但目前文献对这类模型的异常值检验问题的研

究仍然是个空白。为此，本文利用得分检验研究了空

间误差模型的异常值检验问题，并分别在均值漂移模

型和方差加权模型两种异常值模型下给出了得分检

验统计量的具体形式及其近似分布。同时通过修正模

型对识别出的异常值进行了分析和处理。 

2. 模型介绍与得分检验 

2.1. 空间误差模型 

本文考虑空间误差模型(SEM)如下： 

 2, 0, n

y X

W N I

 

     

 

  
        (2.1) 

其中因变量 是 维向量，y 1n X 是 的数据矩阵，

代表解释变量。W 是空间权重矩阵，参数

n k

 是空间相

关误差的参数， 反映解释变量对因变量的影响。我

们不难得出该模型中 

    2 1,  ,E y X Cov y V     

其中 。进而，原模型(2.1)下的

对数似然函数为 

  n nV I W I W    

2
2

1
ln ln .

2 2n

n
L C I W e Ve 


      

其中 e y X   。用 分别对参数L 2, ,   求导并令

其为0，可得似然方程如下： 

 

    

12

12

1
,

n n

e Ve X VX X Vy
n

tr I W W e I W We

 

  





   

  
 

显然，该模型的参数估计无显式解，只能通过迭

代求解。关于该模型下的相关估计理论可参阅文献

Lesage(1999)[7]。 

2.2. 得分检验 

由于原模型(2.1)的参数估计无显式解，只能通过

迭代求出，因此我们采用得分检验方法进行研究。得

分检验的一般形式可参阅文献(Cox and Hinkley, 1990) 
[8]。其简要过程描述如下：令  L  是模型的对数似然

函数，未知参数  1 2,

     2

, , j ij
j i j

L L
U J E i

 


  

  
        

, 1, 2.j 

 

假设我们感兴趣的参数是 2 ，对假设问题

0 2 20 1 2 2: :H H 0      ，得分统计量定义为 

    11
20 2 22 21 11 12 2SC U J J J J U

   

其中 jU 及 ijJ 在  1 1 20 2 2
ˆ , 0      处计值，这里

 01 2̂  为原假设 0H 成立时参数 1 的 MLE。得分统计

量具有如下渐进分布： 

   2
20 2 , .SC p n     

3. 异常值检验 

3.1. 基于均值漂移模型的得分检验 

为识别空间误差模型中的异常值，我们分别利用

均值漂移模型和方差加权模型这两种异常值模型来

进行识别工作。首先考虑均值漂移模型。这种模型表

达了数据的一种异常情况，即某些观测值  1, ,iy i n 
的均值严重偏离其假设，即 

    2 1,iE y X d Cov y V       

这里 是一个第 个元素为1其余元素全为0的id i 1n 向

量。所以空间误差模型的均值漂移模型可以表示为如

下形式： 

 2, 0,

i

n

y X d

W N I

  

     

  

  
       (3.1) 

这里  是均值漂移参数，其余矩阵，参数及向量的定

义同第2.1节。显然，若  显著的不等于0，则说明第

个观测点确实存在均值漂移，于是在均值漂移模型

(3.1) 中异常值的检验问题等价于假设问题：

i

   1
0 : 0 :H 1

1 0H    的检验。不难得到该模型下

的对数似然函数为 

   

2

2

ln ln
2

1

2

n

i i

n
L C I W

y X d V y X d

 

  


   

     
   (3.2) 

据此，我们可得如下引理： 

     ，其中 1 和 2 分别为 1 1p 

和 向量。令 2 1p 

引理3.1. 在均值漂移模型(3.1)下，参数 

( , , , )     在 0  处的 Fisher 信息阵为 
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   

 
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
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 (3.3) 

其中 ， 是V 的第 个对角元。  1

nM W I W   iiv i

定理3.2. 在均值漂移模型 (3.1)下，假设问题

的得分检验统计量为    1 1
0 1: 0 :H H   

 

 
2

1 2
2

ˆ

ˆ ˆ ˆ
i

i i
ii ii

r
SC t

v p



          (3.4) 

这里  *ˆ ˆ ˆ ˆ1i i ii iit e p v  ， *ˆ ˆ ˆi i ie r v i ， 表示 的

第 个元素， 分别表示矩阵 的第 个对角

元， ，

îr

i

r̂

i ˆ ˆ,ii iiv p

ê y

ˆ ˆ,V P
ˆˆ ˆr Ve ˆX   ， ，  V̂X

1ˆ ˆX ˆX VP V X  

2 ˆ  ˆ
n nV I W I W     ˆ ˆ, ,ˆ ˆ

，   分别为空间误差模 

型(2.1)下参数 2, ,   的 MLE，其定义见第2.1节。统

计量 具有渐进分布 。  1
iSC  2 1

定理3.2检验统计量中的 正好与具有相关结构

线性模型中的学生化残差(Shi and Gemai, 2009)[9]的形

式一致。但是在文献 Shi and Gemai(2009)[9]中V 是已

知的，而这里的V 需要通过迭代计算。 

it

3.2. 基于方差加权模型的得分检验 

而方差加权模型则表达了另一种异常情况，即某

些 的方差严重偏离其假设，即  1, ,j j   n

       
1

2, ,n nE y X Cov y I W I W   


      
 

 

这里  1n j jI d d     ， jd 为第 个元素为1其余元

素全为0的 向量。所以空间误差模型的方差加权

模型可以表示为如下形式： 

j

1n

 2 1, 0,

y X

W N

 

      

 

           (3.5) 

显然，若 显著的不等于1，则说明第 个观测

点确实存在方差异常，于是在方差加权模型(3.5)中异

常值的检验问题等价于假设问题： 

的检验。于是不难得到该模

型下的对数似然函数为 

j

  2 2
0 1: 1 :H H   

   

2

2

1
ln ln ln

2 2
1

2

n

n n

n
L C I W

e I W I W e

  

 


    

   
     (3.6) 

据此，我们可得如下引理： 

引 理 3.3. 在 方 差 加 权 模 型 (3.5) 下 ， 参 数

 , , ,     在 1  处的 Fisher 信息阵为 

 
   

 

2

2
2

2 2 4

2

1 1

2 2

1

2 2

jj

jj

m

tr M
m tr M M M

J
tr M n

X VX





  



   
 
   
 
 
 
 

 
 
 

0

0

0

0 0 0

 

(3.7) 

这里 jjm 是 M 的第 个对角元。 j

定理3.4. 在方差加权模型 (3.5)下，假设问题
   2 2
0 1: 1 :H H 1   的得分检验统计量为 

   22 2ˆ ˆ ˆ1j jSC k u a  j            (3.8) 

其中 2ˆ ju 是 的第 个元素， ，2û j  2 2 2
1ˆ ˆ ˆ, , nu u u 

  ˆ ˆXˆ ˆu I yn W    ，   1ˆ
nI WM̂ W


  ， 

     

  2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ2 1 4 1

ˆ ˆ4

2 2
j jj

jj

a n tr M M M n m

tr M m

    

 
， 

    2
2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2k ntr M M M tr M   ， ˆ jjm 为 M̂ 的第 个 j

对角元。统计量  2
jSC 具有渐进分布 。  2 1

由于    2
ncov I W e I   n ，因此定理3.4中的

ˆ ju 可以看成是一个不相关残差(Cook and Weisberg, 

1982)[10]的估计。 

4. 数值实例 

4.1. 实例数据的异常值识别 

本节利用 Anselin(1988)[11]哥伦比亚市社区犯罪

数据来说明本文检验方法的应用。记 为哥伦比亚市

49个社区的犯罪率构成的49维列向量，满足空间误差

模型 

y


0 49 1 1 2 2

2
49, 0,

y X X

W N I

   

     

   

  

1
       (4.1) 1
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
其中 是哥伦比亚市第 个社区的犯罪率，iy i

 0 1 2, ,     是系数向量， 1 和 2 分别是哥伦比亚

市49个社区的家庭收入  1 X 的系数以及房价  2X 的

系数。对上述数据，我们采用本文所介绍的得分检验

方法来检验该数据的异常值。由定理3.2和定理3.4知，

近似服从 ，所以我们可以很容易的

给出单个异常值的检验过程。这里关于临界值的界定

问题，我们分别从有标识的异常值检验和无标识的异

常值检验两个方面来考虑，其主要原理描述如下(可参

阅文献：Cook and Weisberg, 1982)[10]： 

   2
jSC 1 ,i SC  2 1

1) 有标识的异常值检验。这里假设异常值的位置

是已知的，其检验过程如下：对于给定的置信水平 ，

令 表示 分布的上 2 1  2 1  分位点，假如得分检

验统计量 ，则我们识别该观测点为异常

值。 

2 1 SC

2) 无标识的异常值检验。即预先我们不知道哪个

数据为异常值，则检验统计量为  max maxSC SC i 。

使用 Bonferroni 不等式进行近似，则置信水平为 的

无标识的异常值检验过程为：如果 

   1
2 2

max 1
n

nC
SC 

   1 ，这里 为样本总数，则我

们认为该观测点为异常值。 

n

首先我们通过原模型的残差图(图1所示)可以初

步判断出数据中存在异常，且第4个观测点的异常情

况较为明显。取置信水平 0.05 

 1 
，则对于有标识的

异常值检验，其临界值为 ；对

于无标识的异常值检验，其临界值为 

 2 2
0.05 1 3.84 

   0.05 49
2 21 1 10.79n   。 

对于均值漂移模型(3.1)，我们分别计算出每个观

测点的 score 值。通过图2(a)，我们发现在有标识的异

常值检验中，第4、第10以及第34个观测点的 score 值

超过临界值3.84，被识别为异常值；而在无标识的异

常值检验中，只有第4个观测点的 score 值超过对应的 
 

 
(a)                                         (b) 

Figure 1. (a) Scatter plots of  under null model (4.1); (b) Scatter plots of  under null model (4.1) ˆ
iu ît

图1. (a) 原模型(4.1)下残差 的散点图；(b) 原模型(4.1)下残差 的散点图 ˆ
iu ît

 

 
(a)                                         (b) 

Figure 2. (a) Score test for single outlier under mean-shift outlier model; (b) Score test for single outlier under variance-weighted model 
图2. (a) 单点扰动下均值漂移模型的得分检验；(b) 单点扰动下方差加权模型的得分检验 
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临界值10.79，被识别为异常值。 

对于方差加权模型(3.5)，分别计算每个观测点的

score 值，如图2(b)所示。我们发现采用有标识的临界

值3.84和采用无标识的临界值10.79得到了相同的结

论，都是第4和第34个观测点的 score 值存在异常，被

识别为异常值。 

对比这两种异常值模型下的检验结果，我们发现

均值漂移模型(3.1)和方差加权模型(3.5)这两种异常值

模型虽然扰动方式不同，但是检验结果大致相同。其

中方差加权模型对数据则更为敏感一些。 

4.2. 修正模型及比较 

下面我们根据检验出的异常值情况提出修正模

型，并根据修正后的模型的性质优劣来验证异常值检

验结果的正确性。这一方法已被一些作者采用，可参

见文献(Zhang, X., King, M.L., 2005)[12]。这里我们只考

虑无标识的异常值检验结果。 

对于空间误差模型的均值漂移模型(3.1)，我们识

别出了1个异常值，即第4个观测点存在异常。我们考

虑把这种异常情况体现在模型中，并提出修正模型形

式如下： 


4

2
49, 0,

y X d

W N I

  

     

  

  
       (4.2) 

这里 为第4个元素为1其余元素全为0的4d 49 1 向量。

此时， 。    4 , ,iE y X E y X i      4

而对于空间误差模型的方差加权模型(3.5)，我们 

识别出了2个异常值，即第4个及第34个观测点存在异

常。我们也考虑把这种异常情况体现在模型中，从而

修正模型为： 

 2 1
1, 0,

y X

W N 
 

      

 

   
      (4.3) 

这里  1 49
4,34

1 j j j
j

I d d


    ，其中 4 34,  分别为 

1 的 第 4 对 角 元 和 第 34 对 角 元 。 此 时 ，

  1 2
4 4Cov    ，   1 2

34 34Cov    ，   2
jCov   ，

4j  且 34j  。 

然后我们分别计算出原模型(4.1)、修正模型(4.2)

和修正模型(4.3)中残差 的峰度、偏度以及 AIC，BIC

值，其具体结果列于表1之中。显然两个修正模型的

峰度偏度更接近于标准正态分布  ，且

AIC，BIC 值较原模型(4.1)也有明显的改善。 

ˆiu

3, 0K S 

而从 Q-Q 图角度来看，若数据严格服从正态分

布，则这些概率点将形成一条直线；反之，若数据偏

离直线，或存在某些点远离数据的整体，则说明该模

型及其正态性假设存在问题。图3给出了原模型(4.1)、

修正模型(4.2)和修正模型(4.3)下残差 的 Q-Q 图。原 ˆiu
 

Table 1. Some key statistics of modeling in three models.  
表 1. 三个模型的重要统计量比较 

模型 偏度 峰度 AIC BIC 

原模型(4.1) −0.4460 4.8233 372.7608 378.4363

修正模型(4.2) 0.3056 2.0493 332.5907 340.1579

修正模型(4.3) 0.1358 2.2581 349.5539 357.1212
 

 

 

Figure 3. (a) Q-Q plot of  under null model (4.1); (b) Q-Q plot of  under modified model (4.2); (c) Q-Q plot of  under modified 

model (4.3) 

ˆ
iu ˆ

iu ˆ
iu

图3. (a) 原模型(4.1)下残差 的 Q-Q 图；(b) 修正模型(4.2)下残差 的 Q-Q 图；(c) 修正模型(4.3)下残差 的 Q-Q 图 ˆ
iu ˆ

iu ˆ
iu
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模型(4.1)下的残差 的 Q-Q 图如图3(a)所示，我们发

现虽然大部分概率点围绕在拟合直线周围，但是存在

显著离群点；而对于修正模型(4.2)和修正模型(4.3)，

其残差 的 Q-Q 图分别如图3(b)和图3(c)所示。我们

发现，修正模型(4.2)和修正模型(4.3)都明显改善了原

模型(4.1)的离群点情况，所有概率点都紧密围绕在拟

合直线周围。因此，从 Q-Q 图角度来看，我们认为两

个修正模型的正态性远远优于原模型(4.1)。 

ˆiu

ˆiu

综合这两种角度来看，不论是修正模型(4.2)还是

修正模型(4.3)，其性质都要优于原模型(4.1)。因此我

们从另一个侧面说明异常值检验结果是有效的，能够

较好的识别出数据中异常值。同时修正模型对处理存

在异常值的数据提供了一个有效的处理办法。 
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