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Abstract 
In this paper, four methods for estimating the unknown parameters in Panel model are discussed, 
which are least squares estimator, Within estimator, Between estimator and two-stage estimator. 
This paper shows the corresponding expressions of four estimation methods, and compares the 
advantage of four methods under certain conditions briefly. 
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摘  要 

本文整理了Panel模型中未知参数的四种估计方法，分别是最小二乘估计，Within估计，Between估计

和两步估计。给出了四种估计方法对应的表达式，并且简单讨论了一定条件下四种估计的优良性。 
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1. 引言 

Panel 模型是一种线性回归模型，也称为平面数据模型。这类模型可用来分析个体间的差异情况，也

能用来描述个体的动态变化特征，在计量经济学、市场分析、区域经济研究、机械加工等领域有着广泛

的应用。 
考虑如下含一个随机效应的 Panel 模型 

0 1 1 ,
1, 2, , ; 1, 2, , ,

it it itk k i ity x x
i N t T

β β β µ ε= + + + + +

= =



 

                          (1.1) 

这里 i 为代表个体的下标，t 为代表时间的下标。 ity 表示第 i 个个体在时刻 t 的观测值， itjx 表示第 i 个
个体上第 j 个自变量在时刻 t 的取值， 1, , kβ β 为通常的回归系数， iµ 为第 i 个个体的效应。假如这 N 个

个体是从足够大的总体中随机抽取的，那么个体效应是随机的， itε 为随机误差。一般假设所有的 iµ 和 itε

都互不相关，并且 ( )2~ 0,it N εε σ ， ( )2~ 0,i N µµ σ 。记 

( )11 1 21 2, , , , , , , ,T T NTy y y y y y ′=     

( )11 1 21 2, , , , , , , ,T T NTX x x x x x ′=     

( )1, , ,kβ β β ′=   

( )1, , ,Nµ µ µ ′=   

( )11 1 21 2, , , , , , , ,T T NTε ε ε ε ε ε ′=     

其中 ( )1, ,it it itkx x x ′=  ，于是模型(1.1)可以写成矩阵形式 

01 ,NTy X uβ β= + +                                  (1.2) 

其中 ( )1N Tu I µ ε= ⊗ + ，1 ,1NT T 分别表示分量全为 1 的 NT 维，T 维列向量，符号“⊗”表示 Kronecker
乘积。 

( ) 2 2 2
1 1 1Cov ,NTu P Q Jεσ σ σ∑ = = + +  

其中 2 2 2
1 T µ εσ σ σ= + ， 1 NTP P J= − ， N TP I J= ⊗ ， NTQ I P= − ， 1 1T T TJ T′= 。 

矩阵 P ，Q ， 1P 和 NTJ 有如下重要性质。 
引理 1.1 [1] 1) P ，Q ， 1P 和 NTJ 都是对称幂等阵，它们的秩分别是 N ， ( )1N T − ， 1N − 和 1。 
2) 1P ，Q 和 NTJ 两两正交，即 1 0PQ = ， 1 0NTP J = ， 0NTQJ = 。 
3) 0PQ = ， NT NTPJ J= ， 1 1 1PP PP P= = 。 
引理可利用王松桂[1]等中相关结论加以证明。 

2. 四种估计方法 

在 Panel 模型中，我们总假设 1X P X′ 和 X QX′ 是可逆的， ( )rk X k= 。实际中的一般问题，这些条件

往往是满足的。下面讨论未知参数向量 β 的几种估计。 
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如果 2
µσ 和 2

εσ 已知，则 β 的最佳线性无偏估计(BLU)为 

( )
1

2 1 1
2 2 2 2
1 1

X P X X P yX QX X Qy

ε ε

β σ
σ σ σ σ

−

∗    ′ ′′ ′
= + +   
   

                      (1.3) 

记 ( )2 2 2
1 , εσ σ σ= ，它的协方差阵为 

( )( )
1

2 1
2 2
1

Cov X P X X QX

ε

β σ
σ σ

−

∗  ′ ′
= + 
 

 

然而在实际应用中，由于 2
1σ 和 2

εσ 都是未知的，因此并不能实际应用。于是，我们寻求一些其它的

估计方法。 

2.1. 最小二乘估计 

在(1.3)中令 2 2
1 εσ σ= ，即 2 0µσ = 时，可以得到 β 的最小二乘(LS)估计 

( ) ( )1
1 1

ˆ X P X X QX X P y X Qyβ −′ ′ ′ ′= + +  

2.2. Between 估计 

对模型(1.2)分别左乘 1P 和Q ，得到 

1 1 1y X uβ= +                                     (1.4) 

2 2 2y X uβ= +                                    (1.5) 

这里 1 1y P y= ， 2y Qy= ， 1 1X P X= ， 2X QX= ， 1 1u Pu= ， 2u Qu= 。 1u 和 2u 的均值都为零，它们

的协方差阵分别为 

( ) ( ) 2
1 1 1 1 1 1 1Cov Covu Pu P P Pσ∑ = = = ∑ =  

( ) ( ) 2
2 2Cov Covu Qu Q Q Qεσ∑ = = = ∑ =  

应用最小二乘统一理论，可以得到线性模型(1.4)中 β 的最佳线性无偏(BLU)估计，记作 ˆ
Bβ  

( ) 1
1 1

ˆ
B X P X X P yβ −′ ′=  

此即 β 的 Between 估计，其协方差阵为 

( ) ( ) ( )1 12 2
1 1 1 1 1

ˆCov B X X X P Xβ σ σ− −′ ′= =  

2.3. Within 估计 

同样应用最小二乘统一理论，得到线性模型(1.5)中 β 的最佳线性无偏(BLU)估计，记作 ˆ
Wβ ，为 

( ) 1ˆ
W X QX X Qyβ −′ ′=  

称为 Within 估计[2]，其协方差阵为 

( ) ( ) 12ˆCov W X QXεβ σ −′=  

2.4. 两步估计 
2
1σ 和 2

εσ 已知时我们已经得到回归系数 β 的最佳线性无偏估计。由于 2
1σ 和 2

εσ 都是未知的，我们可

以先找到 2
1σ 和 2

εσ 的某种估计，然后再代入(1.3),这样所得的估计称为两步估计。下面先来构造 2
1σ 和 2

εσ 的
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无偏估计。 

2.4.1. 第一步 
从模型(1.4)的残差向量 ( )1 1

ˆˆ Bu P y X β= − 可以构造 2
1σ 的一个无偏估计 2

1s  

2
1 1 1 1ˆ ˆs u P u n−=                                     (1.6) 

由 ( ) ( )1 1M P X M P⊂ ，知 2
1s 与广义逆 1P−的选择无关。而引理 1.1， 1P 是对称幂等阵，因此它是自身

的一个广义逆，(1.6)中的 1P−可简单地取为 1P ，得 

( ) ( ) ( )( )12
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

ˆ ˆˆ ˆ B Bs u Pu n y X P y X n u I X X X X u nβ β −′′ ′ ′ ′= = − − = −            (1.7) 

这里 ( ) ( )1 1 1n rk P rk P X N k= − = − − .易得 2 2 2
1 1 ~ nns σ χ 。 

1u 是正态分布，协方差阵为 1∑ ，由于 

( )( )( ) ( ) ( )( )1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1Cov , Cov 0X u I X X X X u X u I X X X X−′ ′ ′ ′ ′ ′− = − = , 

即 1 1X u′ 和 ( )( )1
1 1 1 1 1I X X X X u−′ ′− 相互独立。而 ( ) 1

1 1 1 1I X X X X−′ ′− 是对称幂等阵，所以 

( )( ) ( )( )1 12
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1s u I X X X X I X X X X u n− −′ ′ ′ ′ ′= − −  

是 ( )( )1
1 1 1 1 1I X X X X u−′ ′− 的函数，因此 1 1 1 1X u X Pu′ ′= 和 2

1s 相互独立。 

同样地，我们可以从模型(1.5)的残差向量 ( )2ˆ Wu Q y X β= − 构造 2
εσ 的一个无偏估计 

( ) ( )2
2

ˆ ˆ
W Ws y X Q y X mβ β′= − −                             (1.8) 

其中 ( ) ( ) ( )1m rk Q rk QX N T k= − = − − 。 2 2 2
2 ~ mms εσ χ 。并且 2

2s 和 X Qu′ 相互独立。 

1 1u Pu= ， 2u Qu= 都是正态分布，同时 ( ) ( )1 2 1 1Cov , Cov , 0u u Pu Qu P Q= = ∑ = ，所以 1u 和 2u 相互独

立。 1 1X u′ ， 2
1s 和 2 2X u′ ， 2

2s 分别是 1u ， 2u 的函数，因此这两组是随机独立的。又有 1 1X u′ ， 2
1s 相互独立，

2 2X u′ ， 2
2s 相互独立，所以 1 1 1X u X Pu′ ′= ， 2

1s ， 2 2X u X Qu′ ′= ， 2
2s 是相互独立的。这些结果可以写成下面

的引理。 
引理 1.2 1X Pu′ ， X Qu′ ， 2

1s ， 2
2s 都相互独立。 

2.4.2. 第二步 
将模型(1.4)和(1.5)联立，得到新的模型 

1 1 1

2 2 2

y X u
y X u

β
     

= +     
     

 

2
1

3 2
2

0
Cov

0
u
u Qε

σ
σ

  
∑ = =   

   
 

对 β 的估计来说，这个模型和模型(1.2)等价。模型(1.2)中 β 的最佳线性无偏估计为  

( )
1

1 1 1 12
3 3

2 2 2 2

ˆ X X X y
X X X y

β σ

−

− −
 ′ ′        =                 

∑ ∑                        (1.9) 
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注意到
2

1 1
2

0
0

P
M

Q ε

σ
σ

 
=  
 

是 3∑ 的一个广义逆，用 M 替换(1.9)中的 3
−∑ ，即可得到(1.3)式。利用 1u

和 2u 的独立性可以把 BLU 估计 ( )2β σ∗ 表示为 ˆ
Bβ 和 ˆ

Wβ 的以矩阵为权的凸组合形式 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 2

ˆ ˆ ,B WW Wβ σ σ β σ β∗ = +  

这里权矩阵 

( )
1

2 1
1 2 2 2

1 1

X P XB WW
ε

σ
σ σ σ

−
  ′

= + 
 

, 

( )
1

2
2 2 2 2

1

B W X QXW
ε ε

σ
σ σ σ

−
  ′

= + 
 

 

1B X P X′= , W X QX′= . 

实际中， 2
1σ 和 2

εσ 都未知，我们用它们的估计 2
1s 和 2

2s 来代替。于是产生了 β 的一种两步估计 

( )
1

2 1 1
2 2 1 2
1 2 1 2

ˆ X P X X P yX QX X Qys
s s s s

β
−

   ′ ′′ ′
= + +   
   

 

这里 ( )2 2 2
1 2,s s s ′= 。显然 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 2

ˆ ˆ ˆ
B Ws W s W sβ β β= +  

可证得两步估计 ( )2ˆ sβ 是 β 的无偏估计[3]，因为  

( )
1

2 1
2 2 2 2
1 2 1 2

ˆ X PuB W X Qus
s s s s

β β
−

   ′ ′
− = + +   

   
 

利用引理 1.2 可得 

( )( ) ( )( )( )2 2 2 2
1 2

ˆ ˆ , 0E s E E s s sβ β β β− = − =  

因此， ( )2ˆ sβ 是 β 的无偏估计。 
两步估计的协方差阵形式比较复杂，其证明过程也很繁琐，这里就不加讨论了。 

3. 四种估计的比较 

第一部分分别给出了 Panel 模型中回归系数的四种估计方法及其表达式，下面简要介绍一定条件下

四种估计方法的优良性。 

3.1. Pitman 准则下估计的比较 

Pitman 于 1937 年提出的比较参数估计的准则被称为 Pitman 准则[4]。著名统计学家 Rao [5] [6]曾指

出常用的均方误差准则的明显缺陷之一是过分强调以较小概率出现的那些大偏差，并且认为 Pitman 准则

克服了这一明显缺陷，是评价估计优劣的更为本质的度量，之后 Pitman 受到了统计学家的广泛关注。下

面首先给出其具体定义。 
定义 2.1 设θ 为未知参数向量， ( ),L θ∗ 为损失函数， îθ ， 1, 2i = 为θ 的两个估计，称 

( ) ( ) ( )1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,P P L Lθ θ θ θ θ θ θ = ≤                              (2.1) 

为 1̂θ 关于 2̂θ 的 Pitman 度量。参数θ 所有可能取值组成的集合称为参数空间Θ，若对一切θ ∈Θ，总有 
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( )1 2
1ˆ ˆ,
2

Pθ θ θ ≥  

成立，且至少对一个θ ∈Θ不等号成立，则称在 Pitman 意义下， 1̂θ 比 2̂θ 更接近于θ ，或称在 Pitman

意义下， 1̂θ 优于 2̂θ 。这里取二次损失函数 ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ,L Dθ θ θ θ θ θ′= − − 。有如下结论： 

1) 当 2 2
1 2 εσ σ< ，在 Pitman 准则下 LS 估计优于 Within 估计，这里损失函数 ( )ˆ,L θ θ 中的 D 取

( ) ( )1D B W B B W−= + +  

2) 在 Pitman 准则下 LS 估计优于 Between 估计，这里损失函数 ( )ˆ,L θ θ 中的 D 取为

( ) ( )1D B W W B W−= + + 。 

3.2. 广义均方误差意义下两步估计的优良性 

定义 2.2 设参数向量θ 的一个估计为 θ̂ ，则 θ̂ 的广义均方误差(GMSE)定义为 

( ) ( ) ( )2ˆ ˆ ˆ ˆGMSE
D

E E Dθ θ θ θ θ θ θ′= − = − −  

本节取

22
1
2
2

sD B W
s

 
= + 
 

 

记
2 2
1 1
2 2

2

, sz
sε

σρ
σ ρ

= = ，易见 ,~ n mz F 。有如下结论： 

1) 当
8

2
nm

n
>

−
时，在广义均方误差意义下两步估计优于 Between 估计。 

2) 若 4, 4n m> > 则两步估计 ( )2ˆ sβ 优于 ˆ
Wβ 的充分条件是 

( )
( )

2 2
4

4
m n m

m
n m

+ −
− ≥

−
, 

( )2ˆ sβ 优于 ˆ
Bβ 的充分条件是 

( )
( )

2 2
4

4
n n m

n
m n

+ −
− ≥

−
，这里 ( )1 , 1n N T k m N k= − − = − −  

我们可以认为，当 ,N T 较大时，两步估计要优于 Within 估计和 Between 估计。 
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