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Abstract 
This paper is devoted to study the credibility estimate of risk premium with maximum entropy 
method. Combined with maximum entropy method, in a recursive credibility model, on the basis 
of Principles of minimum the mean squared error and maximum entropy, we get the expression 
for credibility estimate, which generalizes the classical credibility theory. 
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摘  要 

文章研究了最大熵方法下的风险保费的信度估计问题，即在递推信度模型中，结合最大熵方法，根据均

方误差最小原则和熵最大原则得到了信度估计的表达形式，推广了经典的信度理论。 
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1. 引言 

精算师对保险产品制定合理价格的过程叫做保费定价，在对保费定价时，保险公司关注的问题是：

怎样使征收的保费足够理赔且产品具有竞争力。精算师在对保险产品定价时，必须用科学的方法对保险

产品进行分析和评价，以使得制定的保费价格具有合理性，既能满足保险公司的正常赔付，又能给公司

带来一定利润，如果征收的保费太高，那么投保人数会减少，如果过低，那么保费不够理赔，给公司带

来损失，因此保险公司最关心的重要问题之一就是保费的定价。 
信度理论就是研究如何根据历史索赔额来解决保险费率的合理制定问题，在非寿险精算和保险实务

中对下个时期的保费定价具有重要意义，文献[1]给出了不需要考虑分布的经 Buhlmann 信度模型，但是

Buhlmann 模型对各个年份的索赔额赋予了同样的权重。显然，对于实际问题，不同的索赔额有各自的权

重似乎更为合理。文献[2]给出递推信度模型即 n + 1 年的线性信度保 1
ˆ

nX + 是第 n 年的索赔额 nX ，第 n 年

的线性信度保费 ˆ
nX 的加权和，文献[3]在 Buhlmann 模型的基础上也得到了具有递推形式的信度模型。文

献[4]依据期望和协方差的重要性质进一步推广了递推信度模型。胡莹莹在文献[5]中得到了指数保费原理

下的递推信度模型，并证明了年份较近的索赔额具有较大的权重。文献[6]给出了用最大熵方法定量求解

问题的一般技术途径，文献[7]给出类似最大熵方法的最小交叉熵方法并确定了权重，文献[8]用最大熵方

法估计了离散指数族里尺度参数的分布，并估计了信度因子，文献[9]用最大熵方法计算了近似 Bayes 估
计，文献[10]得到了最大熵方法下的纯稳健信度估计。 

本文将在递推信度模型的基础上结合最大熵方法得到未来保费的递推形式，并用数值模拟验证定理

的结果。 

2. 模型假设与准备 

定义 1 
线性信度保费具有递推模型，如果存在序列 1 2, , , nZ Z Z 使得 ( )1

ˆ ˆ1n n n n nX Z X Z X+ = − + 1, 2,n = 其中

1 2, , , nZ Z Z 是 n 年历史索赔额， ˆ
nX 是第 n 年线性信度保费的预测值。 

定义 2 
熵是随机变量不确定度的度量，设 X 是一个离散型随机变量，概率取值空间为 χ ，概率函数为

( ) ( ) ,rP x P X x x χ= = ∈ ，则 X 的熵为 ( ) ( ) ( )lnxH x P x P xχ∈= −   ∑ ，其中 ( ) 1x P xχ∈ =∑ 。 
最大熵原理的主要思想是：在只掌握关于未知分布的部分知识时，应该选择符合这些知识但熵值最

大的概率分布。在给定约束条件下，由最大熵原理求解最优解问题通常由拉格朗日乘子法来确定本节研

究满足如下假设的信度模型： 
假设 1 
令 jX 表示保单合同第 j 年的索赔数据 1, 2,j = 其中 1 2, , , nX X X 是由风险参数Θ决定的，Θ的先验
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分布是 ( )π θ ，且有 

( ) , 1, 2,jE X jµ= =                                  (2.1) 

假设 2 
给定Θ， 1 2, , , nX X X 是相互独立的，且有 

( ) 2

,

, ,

,

i

i j
j

i j
Cov X X i j

i j

ρ

σ

ρ

 <


= =
 >

                               (2.2) 

其中 0 1ρ< < 。 

3. 主要结果证明 

引理 1 假设 1 2, , , nX X X 是 n 年历史索赔额数据，若未来保费具有线性形式 1 ,0 ,
1

ˆ
n

n n n j j
j

X a a X+
=

= +∑ ，

其中 ,n ja 是第 j 年索赔额的权重， ,0na 是常数，则在假设 1 和假设 2 条件下的最小二乘估计式有如下形式： 

( )1
ˆ ˆ1 , 1, 2,n n n n nX Z X Z X n+ = − + = 其中 ,n n nZ a= 。 

引理 1 的证明 

首先求解

2

1 ,0 ,
1

min
n

n n n j j
j

E X a a X+
=

 
− − 

 
∑  

令 
2

1 ,0 ,
1

n

n n n j j
j

E X a a X+
=

 
Φ = − − 

 
∑                             (3.1) 

对Φ 关于 ,0na 求导并令导数为 0 得 

( ) ( )1 ,0 ,
1

n

n n n j j
j

E X a a E X+
=

= +∑                              (3.2) 

对Φ 关于 ,n ja 求导并令导数为 0 得 

( ) ( ) ( )1 ,0 ,
1

n

n i n i n j i j
j

E X X a E X a E X X+
=

= +∑                         (3.3) 

由(3.2)式两边乘以 ( )iE X 减去(3.3)式得 

( ) ( )1 ,
1

, ,
n

n i n j j i
j

Cov X X a Cov X X+
=

= ∑                           (3.4) 

由(3.4)式得 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

, 1 ,
1

, ,

,

1 1

1, 1,
1 1

, , ,

, , ,

1 , 1 ,

1 , 1 ,

n

n j j i n i n n n i
j

i
n n n i n i n n n i

n n n i n n i

n n

n n j j i n n j j i
j j

a Cov X X Cov X X a Cov X X

a Cov X X Cov X X a Cov X X

a Cov X X Z Cov X X

Z a Cov X X Z a Cov X X

ρ

−

+
=

− −

− −
= =

= −

= − = −

= − = −

= − = −

∑

∑ ∑
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所以 

( ), 1,1 , 1, 2, , 1n j n n ja Z a j n−= − = −
                          (3.5) 

当 0j = 时，由(3.2)式得 

( )

1

,0 , ,0 , ,
1 1

1

,0 1, ,
1

1

n n

n n j n n j n n
j j

n

n n n j n n
j

a a a a a

a Z a a

µ µ µ µ

µ µ

−

= =

−

−
=

= + = + +

= + − +

∑ ∑

∑
                        (3.6) 

由
1

1,0 1,
1

n

n n j
j

a aµ µ
−

− −
=

= +∑ 得 

1

1, 1,0
1

n

n j n
j

a aµ µ
−

− −
=

= −∑                                 (3.7) 

由(3.6)式和(3.7)式得 

( ),0 1,01n n na Z a −= −                                  (3.8) 

由(3.5)式和(3.8)式得 

( ), 1,1 , 0,1, , 1n j n n ja Z a j n−= − = −
                          (3.9) 

因此 

( )

( ) ( )

( )

( )

1

1 ,0 , ,0 , ,
1 1

1

,0 1, ,
1

1

1,0 1,
1

1

1,0 1,
1

1

1 1

1

ˆ1

n n

n n n j j n n j j n n n
j j

n

n n n j j n n n
j

n

n n n n j j n n
j

n

n n n j j n n
j

n n n n

X a a X a a X a X

a Z a X a X

Z a Z a X Z X

Z a a X Z X

Z X Z X

−

+
= =

−

−
=

−

− −
=

−

− −
=

= + = + +

= + − +

= − + − +

 
= − + + 

 

= − +

∑ ∑

∑

∑

∑

。 

引理 2  
假设保单合同前 n 年的历史索赔数据是 1 2, , , nX X X ，则在假设 1 和假设 2 条件下的最大熵损失估

计有如下关系成立： 
i) n + 1 年的预测保费为 ( )1

ˆ 1nX Z ZXµ+ = − +   

其中

( )

( )

2

2

,

1

,

1

e

1 e

j

j

n Cov X nX

j
n Cov X nX

j

Z

λ

λ

−

=

−

=

=
+

∑

∑
，

( )

( )

2

2

,

,1

1

e

e

j

j

Cov X nXn

kn Cov X nXk

j

X X
λ

λ

−

−=

=

= ∑
∑

  

2λ 是方程
( ) ( ) ( ) ( )2 2, ,

1
1 1

1 e , e ,j j
n nCov X nX Cov X nX

n j
j j

Cov X nX Cov X nXλ λ− −
+

= =

 
+ ⋅ = ⋅ 

 
∑ ∑ 的解。 

ii) ,n ka∗ 满足 ,0 1n ka∗< < 。 
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iii) 当 2 0, 1j nλ > < − 时 ,1 ,2 , 1n n n na a a∗ ∗ ∗
−< < < 。 

iv) 当 2 0, 1j nλ < < − 时 ,1 ,2 , 1n n n na a a∗ ∗ ∗
−> > > 。 

引理 2 的证明 

(i) 取线性预测形式 1 ,0 ,
1

ˆ
n

n n n j j
j

X a a X+
=

= +∑ 并假设 ,0 ,, 0 1n n ja aµ< ≤ ≤  

首先求解

2

1 ,0 ,
1

min
n

n n n j j
j

E X a a X+
=

 
− − 

 
∑  

得 ( )1 0nf a ⋅ = 和 ( )2 0nf a ⋅ = 其中 

( ) ,0
1 ,

1
1

n
n

n n j
j

a
f a a

µ⋅
=

= + −∑                               (3.10) 

( ) ( ) ( )2 1 ,
1 1 1

, ,
n n n

n n i n j j i
i i j

f a Cov X X a Cov X X⋅ +
= = =

= −∑ ∑∑                    (3.11) 

由拉格朗日乘子法得 

( ) ( )

,0 ,0 ,0
, , 1 ,

1 1

2 1
1 1 1

ln ln 1

, ,

n n
n n n

n j n j n j
j j

n n n

n i j i
i i j

a a a
L a a a

Cov X X Cov X X

λ
µ µ µ

λ

= =

+
= = =

  
= − − − + −  

   
 

− − 
 

∑ ∑

∑ ∑∑
                 (3.12) 

对(3.12)关于 ,0na 求导并令导数为 0 得 11
,0 ena λµ − −= ⋅ 。 

将 ,0na 代入(3.12)得 

( ) ( )11
, , 1 , 1 2 , 2 1

1 1 1
e ln , ,

n n n

n j n j n j n j j n
j j j

L a a a a Cov X nX Cov X nXλ λ λ λ λ− −
+

= = =

= − − + − −∑ ∑ ∑        (3.13) 

对(3.13)关于 ,n ka 求导并令导数为 0 得
( )2 1, 1

, e kCov X nX
n ka λ λ− − −= 。 

将 ,n ka 代入(3.13)得 

( ) ( )2 11 , 11
1 2 1

1
e , e j

n Cov X nX
n

j
L Cov X nX λ λλ λ λ − − −− −

+
=

= + − +∑                   (3.14) 

对(3.14)关于 1λ 求导并令导数为 0 得
( )2 ,

1
1

ln 1 e 1j
n Cov X nX

j

λλ −

=

 
= + − 

 
∑  

将 1λ 代入以上式子得 

( )
( )

( )

( )

2
2

2 2

,
, ,0

,0 ,
, ,

1 1

e, e
1 e 1 e

k
k

j j

Cov X nX
Cov X nX n

n n kn nCov X nX Cov X nX

j j

a
a a

λ
λ

λ λ

µ
µ

−∗
−∗ ∗

− −

= =

= = =
+ +∑ ∑

 

其中 2λ 是方程
( ) ( ) ( ) ( )2 2, ,

1
1 1

1 e , e ,j j
n nCov X nX Cov X nX

n j
j j

Cov X nX Cov X nXλ λ− −
+

= =

 
+ ⋅ = ⋅ 

 
∑ ∑ 的解， 

此方程由 1λ 代入(3.14)关于 2λ 求导得到。 
因此，n + 1 年的预测保费 
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( )

( )

( )

( ) ( )
( )

( )

( )

2

2 2

2

2 2

2

2 2

,

1 ,0 ,
, ,1 1

1 1

,

, , 1

1 1

,

1

, ,

1

eˆ
1 e 1 e

1 1 e
1 e 1 e

e
1

1 e 1 e

k

j j

k

j j

j

j j

Cov X nXn n

n n n k k kn nCov X nX Cov X nXj k

j j

n
Cov X nX

kn nCov X nX Cov X nX k

j j

n Cov X nX

j
n Cov X nX Cov X n

j

X a a X X

X

λ

λ λ

λ

λ λ

λ

λ λ

µ

µ

µ

−
∗ ∗

+
− −= =

= =

−

− − =

= =

−

=

− −

=

= + = +
+ +

= + ⋅
+ +

= +
+ +

∑ ∑
∑ ∑

∑
∑ ∑

∑

∑ ( )

( )

( )

( )

2

2

,

,1

1 1

e

e

1

k

j

Cov X nXn

kn nX Cov X nXk

j j

X

Z ZX

λ

λ

µ

−

−=

= =

⋅

= − +

∑
∑ ∑



 

其中

( )

( )

2

2

,

1

,

1

e

1 e

j

j

n Cov X nX

j
n Cov X nX

j

Z

λ

λ

−

=

−

=

=
+

∑

∑
，

( )

( )

2

2

,

,1

1

e

e

j

j

Cov X nXn

kn Cov X nXk

j

X X
λ

λ

−

−=

=

= ∑
∑

 。 

(ii) 因为
( )

( )

2

2

,

,
,

1

e

1 e

k

j

Cov X nX

n k n Cov X nX

j

a
λ

λ

−
∗

−

=

=
+∑

，且
( )

( )

2

2

,

,

1

e0 1
1 e

k

j

Cov X nX

n Cov X nX

j

λ

λ

−

−

=

< <
+∑

 

所以 ,0 1n ka∗< < 。 
(iii) 当 2 0, 1k nλ > < − 时 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )( )

2 1

2

2 1

2 2

2

1
22 1

,

,
,

1, 1
, ,

,

,

1

1,

e

1 e
e

e e

1 e

e e

k

j

k

k k

j

k k
k k

Cov X nX

n Cov X nX
Cov X nX

jn k
Cov X nX Cov X nX

n k
n Cov X nX

j

n kCov X X nX

a
a

λ

λ
λ

λ λ

λ

λ ρ ρλ

+

+

+
+

−

−
−∗

=+
∗ − −

−

=

 − − −−   

+
= =

+

= =

∑

∑
 

因为
( )( )1

2 1
e 1

k kn kλ ρ ρ + − − −   > 所以 , 1

,

1n k

n k

a
a

∗
+

∗ >  

所以 ,1 ,2 , 1n n n na a a∗ ∗ ∗
−< < < 。 

(iv) 当 2 0, 1k nλ < < − 时 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )( )

2 1

2

2 1

2 2

2

1
22 1

,

,
,

1, 1
, ,

,

,

1

1,

e

1 e
e

e e

1 e

e e

k

j

k

k k

j

k k
k k

Cov X nX

n Cov X nX
Cov X nX

jn k
Cov X nX Cov X nX

n k
n Cov X nX

j

n kCov X X nX

a
a

λ

λ
λ

λ λ

λ

λ ρ ρλ

+

+

+
+

−

−
−∗

=+
∗ − −

−

=

 − − −−   

+
= =

+

= =

∑

∑
 

因为
( )( )1

2 1
e 1

k kn kλ ρ ρ + − − −   < 。 
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Table 1. Simulation results  
表 1. 模拟结果 

Θ  0.5 0.6 0.7 0.9 1 1.1 

1
ˆ

nX +  0.4714 0.5812 0.6903 0.9095 1.0191 1.1286 

Std 0.0306 0.0219 0.0148 0.0146 0.0221 0.0308 

 

所以 , 1

,

1n k

n k

a
a

∗
+

∗ <  

所以 ,1 ,2 , 1n n n na a a∗ ∗ ∗
−> > > 。 

定理 1 
假设保单合同前 n 的历史索赔数据是 1 2, , , nX X X ，则在最大熵方法下，n + 1 年保费的递推估计为

( )1
ˆ ˆ1n n n n nX Z X Z X+ = − + 。 

其中
( ) ( )

2 1 2
2

2 2 1 2
2 21

e

1 e e

n

nn n
Z

λ ρ ρ ρ σ

λ ρ σ λ ρ ρ ρ σ

−

−

 − + + + + 

 − − + − + + + + 

=
+ + +







。 

定理 1 的证明 
在假设 1 和 2 下，由引理 1 和 2 得， ( )1

ˆ ˆ1n n n n nX Z X Z X+ = − +  
( )

( )

( ) ( )

2

2

2 1 2
2

2 2 1 2
2 2

,

,
,

1

1

e

1 e

e

1 e e

n

j

n

n

Cov X nX

n n n n Cov X nX

j

n

Z a
λ

λ

λ ρ ρ ρ σ

λ ρ σ λ ρ ρ ρ σ

−

−

−
∗

−

=

 − + + + + 

 − − + − + + + + 

= =
+

=
+ + +

∑






。 

4. 数值模拟 

在本节对前面的结果进行数值模拟，为说明问题，假设 ( )~ ,0.18jX NΘ Θ ， ( )~ 0.8,0.12NΘ ，取

30n = ， 0.5ρ = ，重复执行 10000 次模拟，得到信度估计均值与标准差如表 1。 
在表 1 的模拟结果中， 1

ˆ
nX + 为 10000 次模拟产生的第 n + 1 年保费的均值，而 std 为相应信度保费与

参数真值产生的标准差，从结果可以看出，模拟出来的信度保费与真实保费较为接近。 

5. 结论 

本文将最大熵方法与递推信度模型结合在一起，首先得到下一年保费的递推预测形式 

( )1
ˆ ˆ1n n n n nX Z X Z X+ = − + ，并给出信度因子 nZ 的表达式，从中可以看出信度因子是变化的；然后，得到

了两种特殊的权重结构：一种是年份较近的索赔额有较大权重，另一种是年份较远的索赔额有较大的权

重。 
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