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Abstract 
On the basis of data of 2009~2016 population aging, the paper uses Optimized Grey GM(1,1) mod-
el and metabolic GM(1,1) model, with testing and programming calculation of MATLAB software, 
to predict population aged 60 and older between 2017~2022 of Chengdu City. Model accuracy test 
shows that the model accuracy is good. The model prediction results are high reliability and be-
lievability. The model is suitable for the long-term prediction of population. 
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摘  要 

以2009~2016年成都市老年人口数据资料为依据，通过优化的GM(1,1)模型和新陈代谢GM(1,1)模型，
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借助Matlab软件编程计算和检验，用该模型预测了成都市2017~2022年老龄人口规模，并对预测结果进

行了分析。模型精度检验表明模型精度为较好，模型预测结果可靠性高、可信度强，模型适合人口中长

期预测。 
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1. 引言 

人口老龄化是指总人口中因年轻人口数量减少、年老人口数量增加而导致的老年人口比例相应增长

的动态。国际上通常看法是，当一个国家或地区 60 岁以上老年人口占人口总数的 10%，或 65 岁以上老

年人口占人口总数的 7%，即意味着这个国家或地区的人口处于老龄化社会。通过对影响老龄人口规模变

化因素的历史资料进行统计分析，探讨其在时间上的变化规律，可以得出老龄人口规模变化的长期趋势，

从而对它的未来变化进行预测。灰色预测法是一种对既含有已知信息又含有不确定因素的系统进行预测

的方法，它的特点是所需信息量少，不仅能够将无序离散的原始序列转化为有序序列，而且预测精度高，

能够保持原系统的特征，较好地反映系统地实际情况。本文运用优化的 GM(1,1)模型[1] [2] [3]和改进的

新陈代谢 GM(1,1)模型对成都市老龄人口规模进行预测，取得了良好地效果。 

2. 数学模型简介 

2.1. GM(1,1)模型 

GM(1,1)模型是基于累加生成地数列预测模型，建立地步骤为： 
1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 01 , 2 , ,x x x n� 是所要预测地某项指标地原始数据。对原始数据作一次累加生成处理， 

即 ( ) ( ) ( ) ( )1 0

1

n

i
x n x t

=

= ∑ ，得到一个新地数列。这个新的数列与原始数列相比，其随机性程度大大弱化，平 

稳性大大增加。 

2) 将新数列的变化趋势近似地用微分方程描述，
( )

( )
1

1d
d
x x
t

α µ+ = ，其中， ,α µ 为辨识参数。辨识参

数通过最小二乘法拟合得到， ( ) 1T T
nB B B Y

α
µ

− 
= 

 
。 

3) 构造矩阵。 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T0 0 02 , 3 , ,nY x x x n =  � ， B 为构造数据矩阵 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1

1 1

1 1 2 1
2
1 2 3 1
2

1 1 1
2

x x

x x
B

x n x n

  − +  
 
  − +  =
 
 
 

 − − +   

� �
                               (1) 
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4) 求出预测模型 

( ) ( ) ( ) ( )1 0ˆ 1 1 e tx t x αµ µ
α α

− + = − +  
.                                (2) 

5) 进行一次数据累减，得到预测方程： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1ˆ ˆ ˆ1 1x t x t x t+ = + − .                                 (3) 

2.2. 优化 GM(1,1)模型[4] 

由上述的 GM(1,1)模型的模拟，可知预测精度取决于常数 ,α µ ，而 ,α µ 的值依赖于原始序列和背景 

值 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 11 1
2

z t x t x t= + − 的构造形式。即背景值的构造公式是导致模拟误差及 GM(1,1)模型的适应 

性的关键因素之一。 
故我们为了尽量减小这种误差，设 

( ) ( ) ( ) ( )1 1

1
d

t

t
z t x t t

−
= ∫ .                                     (4) 

设 ( ) ( )1 eAtx t B= ，其中 ,A B 为待定常数，且满足 ( ) ( ) ( )1 e , 1, 2, ,Atx t B t n= = � ，将 ( ) ( )1 eAtx t B= 代入(4)
得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1

1

1 1e d e e 1
t A tAt At
t

z t B t B B x t x t
A A

−

−
   = = − = − −   ∫                 (5) 

又由
( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1 1

e
1 e

At
A

A t

x t B e
x t B −

= =
−

得 

( ) ( ) ( ) ( )1 1ln ln 1A x t x t= − − .                                 (6) 

将(6)代入(5)得 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1
1

1 1

1
, 2,3, ,

ln ln 1
x t x t

z t k n
x t x t

− −
= =

− −
�                          (7) 

用(7)替换原来的背景值公式，由此得到优化的 GM(1,1)模型。 

2.3. 新陈代谢 GM(1,1)模型[5] 

在普通 GM(1,1)模型的基础上，我们建立一种新模型叫做新陈代谢 GM(1,1)模型，其方法是把普通

GM(1,1)模型预测的最新数据 ( ) ( )0ˆ 1x t + 加入到原始数据序列 ( )0x 中，然后去掉最老的数据 ( ) ( )0 1x ，为了使

数据序列的维度保持不变，接着用更新的数据序列 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 0 0 02 , 3 , , 1x x x x t= +� 再次进行普通 
GM(1,1) 模 型 的 建 立 与 检 验 ， 预 测 出 新 数 据 ( ) ( )0 2x t + ， 然 后 再 将 ( ) ( )0 2x t + 加 入 到

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 0 0 02 , 3 , , 1x x x x t= +� ，再去掉 ( ) ( )0 2x ，形成新数列，重复普通 GM(1,1)模型的预测与检验。

往复循环，数据更迭，达到需要的预测目标为止，这种模型称为新陈代谢 GM(1,1)模型。 
新陈代谢 GM(1,1)模型的原始数据序列的数据不应太少，若原始数据序列的数据太少，则有可能得

到关联度比较低，模型不能通过检验，就不能作为预测方法来预测，特别是预测中长期的数据；当然，

原始数据的数据也不是越多越好，在实际的数据预测时，可以利用普通 GM(1,1)模型，选取不同数据个

数的原始数据序列逐个进行检验，找到检验精度最高的那组原始数据序列作为原始数据序列，由此确定

GM(1,1)模型的维度，进行新陈代谢 GM(1,1)模型的模拟。 
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3. 实例分析 

3.1. 预测模型的建立 

笔者收集了 2011~2016 年成都市老年人口的统计资料(见表 1)，对 2017~2022 年成都市老年人口做出

预测。 

由表 1 可得成都市老年人口的原始时间序列为 ( ) ( ) [ ]0 197 203 214 223 236 249 260 300x t = ，由一次累

加数据序列 ( ) ( ) [ ]1 197 400 614 837 1073 1322 1582 1882x t = ，由(1)式可得 

T 256.6 499.4 719.8 950.1 1193.2 1448.1 1727.7
1 1 1 1 1 1 1

B
− − − − − − − 

=  
 

 

[ ]400,614,837,1073,1322,1582,1882nY =  

由此可得
0.0616

180.6150
α
µ

−   
=   

   
，代入(2)，(3)可得预测模型 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 0.0616

1 10

ˆ 1 3129.1e 2932.1

ˆ ˆ ˆ1 1

tx t

x t x t x t

 + = −


+ = + −
 

3.2. 模型检验 

为了最大限度的减小误差取得更好的预测效果，建立数据处理模型后需通过相关项的精度检验，否

则不能进行预测，检验方法包括以下三种： 
1) 残差检验。 
逐点检验模型预测还原值与实际值的残差[6] [7]。绝对残差序列： ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0ˆk x k x k∆ = − ，平均 

相对残差：
1

1 k

i
ik
ϕ

=

Φ = ∑ ，其中
( ) ( )
( ) ( )

( )
0

0 , 1, 2,3, ,i
k

i n
x k

ϕ
∆

= = � 。 

在实际检验中，我们给定一个α 值，当 αΦ < 且 iϕ α< 成立时，称模型为残差合格模型。此篇文章

中我们定义α 的值如下：当α 取 0.02 时，模型精度等级为优，当α 取 0.05 时，模型精度为合格，当α 取

0.1 时，模型精度为勉强合格。 
2) 关联度检验。 
检验模型序列曲线与原始序列曲线的相似程度[6] [7]。 

令关联度 ( )
1

n

i
i

lR t
n

ξ
=

= ∑ ，令关联系数 min max

max
i

i

k
k

ξ
∆ + ∆

=
∆ + ∆

，其中 min min i∆ = ∆ ， max max i∆ = ∆ ， 

( ) ( ) ( ) ( )0l
i i ix t x t ∆ = − ，通过关联度检验的标准就是关联系数大于 0.6，当关联度检验通过时，我们给出

的预测模型便是满意。 
3) 后验差检验。检验残差分布的统计特性[6] [7]。 
由原始数据序列和绝对误差序列计算得原始数据序列和绝对误差序列得标准差分别为： 

 
Table 1. The number of population aging in Chengdu (unit: ten thousand people) 
表 1. 成都市老年人口数量(单位：万人) 

年份 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 

人口 197 203 214 223 236 249 260 300 
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( ) ( ) ( ) ( )( )20 0

1

ˆ

1

x t x t
S

n

−
=

−

∑
 

( ) ( ) ( ) ( )( )20 0

2

ˆ

1

t t
S

n

∆ − ∆
=

−

∑
 

由此计算得方差比 2

1

SC
S

= ，小误差概率 { }0 0
1( ) 0.6745P t S= ∆ − ∆ < ，一般情况下，模型预测精度检 

验等级标准见表 2，模型精度等级为较好时，则 0.95p > ， 0.35C < ；模型精度等级为合格时，则 0.8p > ，

0.5C < ；模型精度等级为勉强合格时，则 0.7p > ， 0.65C < ；模型精度等级为不合格时，则 0.7p ≤ ，

0.65C ≥ 时，这种情况下预测模型需要修正，直到预测精度等级为合格后再预测。 

3.3. 成都市老年人口预测 

我们利用 Matlab (2014a)编程软件进行预测结果和精度检验，实际值与普通 GM(1,1)模型、优化

GM(1,1)模型对比如下表 3，具体预测值和精度检验如下表 4 和表 5。 
由表 3 我们可知，优化的 GM(1,1)模型比普通 GM(1,1)模型在对实际值进行拟合的时候，很明显优化

的模型拟合结果要好，说明优化是有提高精度的作用。 
由表 4 我们可知，成都市的老年人口是呈持续增长状态的，由预测结果可知，2022 年的老年人口达

到了 434 万人，而 2016 年才 300 万人，6 年时间增长了近 130 万人，增长速度之快，规模之大，值得我

们关注老年人口，可知这预测结果是具有重要研究意义的。 
表 5 是优化的 GM(1,1)模型预测的精度检验，包括普通 GM(1,1)模型和五次新陈代谢模型的检验。根

据模型精度检验标准，结合精度检验结果可知，普通 GM(1,1)模型平均相对残差值为 0.0197，五次优化

新陈代谢模型的平均相对残差最大值为 0.0167，当 0.02α = 时，普通 GM(1,1)模型和优化 GM(1,1)新陈代  
 
Table 2. The grade standard of model predictive accuracy test 
表 2. 模型预测精度检验等级标准 

检验指标 较好 合格 勉强合格 不合格 

P >0.95 >0.8 >0.7 ≤0.7 

C <0.35 <0.5 <0.65 ≥0.65 

 
Table 3. The actual value of the population aging in Chengdu in 2011~2016: Comparison of general model and optimization 
model 
表 3. 2011~2016 年成都市老年人口实际值：普通模型和优化模型对比表(单位：万人) 

年份 2011 2012 2013 2014 2015 2016 

实际值 214 223 236 249 260 300 

GM(1,1)模型 211 225 239 254 271 287 

优化模型 212 222 235 250 269 292 

 
Table 4. The prediction value of population aging in Chengdu in 2017-2022 (unit: ten thousand people) 
表 4. 2017~2022 年成都市老年人口预测值(单位：万人) 

年份 2017 2018 2019 2020 2021 2022 

优化模型 307 329 353 379 405 434 
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Table 5. Accuracy test 
表 5. 精度检验表 

模型精度 平均相对残差 关联度 R 小误差概率 P 后验方差比 C 

普通 GM(1,1)模型 0.0197 61.8106% 1 0.201136 

一次优化新陈代谢 0.0167 66.2660% 1 0.170145 

二次优化新陈代谢 0.0140 69.6947% 1 0.143002 

三次优化新陈代谢 0.0131 70.6008% 1 0.126634 

四次优化新陈代谢 0.0125 71.8244% 1 0.115242 

五次优化新陈代谢 0.0120 72.7630% 1 0.106322 

 
谢模型的平均相对残差均小于 0.02，由此我们可得无论是普通 GM(1,1)模型还是优化 GM(1,1)新陈代谢模

型均为残差优秀模型；在分辨率 0.5λ = 时，关联度 R 均大于 0.6，说明普通 GM(1,1)模型和优化 GM(1,1)
新陈代谢模型对原始数列的模拟度均为满意，都通过了关联度检验；小误差概率 P 均为 1，且后验方差

比 C 均小于 0.35，表明普通 GM(1,1)模型和优化 GM(1,1)新陈代谢模型预测精度为较好，模型对成都市

老年人口进行了较高精度的预测，预测结果适宜用于养老产业相关方面的分析。 

4. 结束语 

由上述实例分析可知，GM(1,1)预测模型的数据量要求小，精度较高，具有较强的实用性和有效性，

是比较理想的预测方法。对于开放性、非线性的复杂系统，GM(1,1)预测模型能够从整体出发，对外延不

确定性系统变化进行动态的科学模拟与仿真。因此，GM(1,1)预测模型适用于非线性系统的非唯一性预测

拟合，其预测结果可以为人口老龄化提供科学依据。 
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