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Abstract 
The risk of financial assets is related to the volatility of return in the financial market. Therefore, 
when we estimate VaR, which serves as a widely used measurement of assets’ risk, with 
parametric method, volatility is one of the most important input variables. In this paper, we pro-
posed kernel-weighted estimators of instantaneous volatility with r (r > 0)-power variation for 
stochastic diffusion model, proving its asymptotic unbiasedness. A simulation study will examine 
the finite sample properties of the VaR estimated by the estimators we proposed. It is shown that 
the VaR we estimated passed the test of significance, which means it is reliable to be the mea-
surement of assets’ risk. 
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摘  要 

在金融市场中，收益率序列的波动性往往与金融资产的风险挂钩。因此，VaR作为被普遍认可且有广泛

应用的资产风险度量指标，在利用参数法对其进行计算时，波动率是其中重要的输入变量。本文在对数

收益率服从随机扩散过程这一假设下，利用r (r > 0)阶幂变差构建瞬时波动率核估计，证明其渐近无偏

性，并进一步通过数值模拟来考察由该瞬时波动率估计所计算的VaR在有限样本下的表现。结果显示：

在显著性水平为5%的情形下，利用Kupiec检验法对随机扩散过程假设下的VaR结果进行回测检验，所

得统计值落在非拒绝域内。由此可见，利用该方法在随机扩散模型下计算出的VaR是可靠的，可用来有

效估计资产投资组合的风险。 
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1. 引言 

在金融市场债券，股票和基金等领域，VaR 是一项被普遍认可且有广泛应用的风险度量指标，它刻

画了在一定置信水平下，投资组合在持有期内的最大潜在损失。该度量方法最早在 1994 年由 Morgan 公

司提出，随后成为了国际上主流的证券风险度量手段。随着 VaR 理论的发展，国内外的学者提出了不少

有效的测算方法，目前常见的计算方法主要有基于收益率分布假定的参数法，通过历史数据得到模拟结

果的非参数法以及基于极值理论的半参数法。数法对 VaR 进行计算时，关键在于给出合理的模型假定以

及该模型下可靠的波动率估计。相较于传统的 ARCH/GARCH 模型和随机波动(SV)模型，随机扩散模型

具有以下两个优点：(1) 模型限制少。该模型只假设资产价格服从布朗运动，而对波动率没有模型上的限

制。(2) 适合对连续时间或间隔很短的高频数据作研究。目前已有不少学者提出了随机扩散模型下波动率

的许多估计量，Fan [1] (2008)提出了不含市场噪声的瞬时波动率核估计，而之后 Kristensen [2] (2010)利用

二次幂变差构建了更一般形式的瞬时波动率核估计量。Yacine [3] (2010)提出了在市场微观结构相依噪声

影响下的瞬时波动率估计。Sabel [4] (2015)通过小波变换构造了瞬时波动率的估计量。Vatter [5] (2015)
用傅里叶变换的方法对含季节变动的瞬时波动率进行估计。蔡井伟[6] (2017)针对时间相依情形的核估计

问题，给出了带有离散观察值的基于两步平滑的瞬时波动率估计量。刘红月[7] (2017)结合了高频和低频

的金融数据，提出了一种瞬时波动率分布的核估计方法。 
瞬时波动率的核估计都需要对窗宽进行选择，窗宽的选择会对估计的精准度有较大的影响。而最优

窗宽往往包含难以估计的未知参数，这导致在实际应用中常常面临最优窗宽具体取值难以确定的问题。

对此，王江涛和周勇[8] (2018)就已实现波动率核估计窗宽选择的问题，给出了最优窗宽中未知参数的估

计量，并证明由此确定的窗宽是最优窗宽的一致估计量。 
本文将在 Kristensen [2] (2010)提出的二次幂变差瞬时波动率核估计基础上对随机扩散模型下的瞬时

波动率估计作进一步研究，利用 ( )0r r > 次幂变差构建瞬时波动率核估计并证明其弱相合性与渐近无偏

性，之后通过数值模拟来考察由该瞬时波动率估计所计算的 VaR 在有限样本下的表现。结果显示：在显
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著性水平为 5%的情形下，利用 Kupiec 检验法对随机扩散过程假设下的 VaR 结果进行回测检验，所得统

计值落在非拒绝域内。由此可见，在随机扩散模型下计算出的 VaR 是可靠的，可用来有效估计资产投资

组合风险。 

2. 基本原理和假设 

2.1. 模型设定及估计量的定义 

本文在资产价格{ }: 0tX t ≥ 扩散模型 

d d dt t t tX t Wµ σ= +                                  (2.1) 

的基础上利用 ( )0r r > 次幂变差构建 r 次幂瞬时波动率核估计 

( )1 1 2

=1
ˆ ,

i

n rr r
r h i t

i
k K t Xτσ δ τ− −= − ∆∑                             (2.2) 

其中
r

rk E U= ， ( )0,1U N ，
1i i it t tX X X
−

∆ = − 。 

2.2. 基本假设 

本文理论推导基于以下假设： 
(A1) 过程{ }tµ 和{ }tσ 都与过程{ }tW 独立，且在 [ ]0,t T∈ 上可积和有界。 
(A2) 存在 0, 0Cλ > > ，使得对于任意 [ ], 0,t s T∈ 和 0r > ，有 

.r r
t s C t s λσ σ− ≤ −  

(A3) (i) 核函数 K(u)是有界概率密度函数。对于 λ > 0，有 ( )du K u uλ∞

−∞
< ∞∫ 。(ii) 存在 0, 0Cβ > > ，

使得对于任意 ,u v R∈ ，有 

( ) ( ) .K u K v C u v β− ≤ −  

(A4) 当 n →∞时，有 0h → ， 1 1nh β+ → ∞。 
为方便证明，现给出相关符号的理论推导。由(2.1)，我们知道 

1 1
d d .i i

i i i

t t
t t t tt t

X t Wµ σ
− −

∆ = +∫ ∫                               (2.3) 

令 

1
d ,i

i i

t
t s st

X Wσ
−

∆ = ∫                                    (2.4) 

 ( )1 1 2

1
ˆ .

i

n rr r
r n h i t

i
K t Xτσ κ τ− −

=

= ∆ − ∆∑                              (2.5) 

那么有 

 ( )
1

1 1 2

1
ˆ d ,i

i

rn tr r
r n h i t tt

i
K t Wτσ κ τ σ

−

− −

=

= ∆ −∑ ∫                           (2.6) 

以及 

( )
1 1

1 1 2

1
ˆ d d .i i

i i

rn t tr r
r n h i t t tt t

i
K t t Wτσ κ τ µ σ

− −

− −

=

= ∆ − +∑ ∫ ∫                      (2.7) 

显然，ˆ r
τσ 包含游离项，而ˆ r

τσ 则不包含游离项。在后续证明中，我们会证明两者的偏差几乎处处收敛于 0。 
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此外，留意到 

( )
1 1

1 2
2d d ,i i

i i

t tlaw
s s s it t

W s Uσ σ
− −

=∫ ∫                               (2.8) 

其中 1 2, , , nU U U 是相互独立且都服从标准正态分布的随机变量，且都与过程{ }tσ 独立。令 

( ) ( ) ( )
1

2
2d d ,i

i

rt
ni h i st

v K t s sτ τ σ
−

= − ∫                            (2.9) 

那么有 

 ( )1 1 2

1
ˆ .

nlaw rr r
r n ni i

i
v Uτσ κ τ− −

=

= ∆ ∑                             (2.10) 

3. 估计量的渐近无偏性 

Theorem 1 在条件(A1)~(A4)同时满足的情况下，有 

( ) ( )( )1 1 1ˆ | , , . ..r r
n nE O n h nh a s

βλ β
τ τσ µ σ σ

−− +− = + +                     (3.1) 

证明 由引理 6.4 可知 

( ) ( ) 

( ) 1

ˆ ˆ ˆ ˆ| , | , |

ˆ | , . ..

r r r r r r
t t t t t

r r
t

E E E

O n E a s

τ τ τ τ τ τ

τ τ

σ σ µ σ σ σ µ σ σ σ σ

σ σ σ−

    − = − + −      
 = + −
 

              (3.2) 

所以只需证 ˆ |r r
tE τ τσ σ σ  −

 
收敛到零。 

记 

( ) ( ) ( )1 2
1 0

1
d ,

n Tr r
n n ni h s

i
I v K s sτ τ τ σ−

=

= ∆ − −∑ ∫                        (3.3) 

和 

( ) ( )2 0
d ,

T r r
n h sI K s s ττ τ σ σ= − −∫                             (3.4) 

则有 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 2

1
ˆ | .

n
r r r r

t n ni n n
i

E v I Iτ τ τσ σ σ τ σ τ τ−

=

− = ∆ − = +∑                 (3.5) 

由引理 6.3 和条件(A2)可知 

( ) ( )( )1 1
1 , . .,nI O n nh a s

βλ βτ
−− += +                          (3.6) 

另一方面，由于 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

d d

d d

,

n

n

n

n

hr r
T h

h
n n T h

n

K u u K u u

Ch u K u u Ch u K u u

O h

τ
τ τ τ

τ λ λλ λ
τ

λ

σ σ
− ∞

−∞ −

− ∞

−∞ −

+

≤ +

=

∫ ∫

∫ ∫                  (3.7) 

所以 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

2 0

0

0 0

0

d d

d d

d d

d

d .

n

n

n

nn

T r r
n h s

T T hr r
h s nh

T Tr r
h s h n

T r r
h s n

T h r r
uh nh

I K s s K u u

K s s K u u O h

K s s K s s O h

K s s O h

K u u O h

τ

τ λ
τ τ

λ
τ

λ
τ

τ λ
τ ττ

τ τ σ σ

τ σ σ

τ σ σ τ

τ σ σ

σ σ

∞

∞

−

−

−

+−

= − −

= − − +

= − − − +

= − − +

= − +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

                (3.8) 

因此，根据条件(A2)，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

2 d

d

, . ..

n

nn

n

n

T h r r
n uh nh

T h
n nh

n

I K u u O h

Ch u K u u O h

O h a s

τ λ
τ ττ

τ λλ λ
τ

λ

τ σ σ
−

+−

−

−

≤ − +

≤ +

=

∫

∫                      (3.9) 

即 
( ) ( )2 , . ..n nI O h a sλτ =                                (3.10) 

从而 
( ) ( )( )1 1ˆ | , . ..r r

t n nE O h nh a s
βλ β

τ τσ σ σ
−+− = +                        (3.11) 

联立(3.2)和(3.11)，结论证得。 

4. 数值模拟 

4.1. 数据的选取 

本文数值模拟工作基于以下模型： 

1,d d d ,t t t tX t Wµ σ= +                                 (4.1) 

( )2 2 2
2,d d d ,t t t tt Wσ β α σ κσ= − +                            (4.2) 

其中 1,d tW 和 2,tW 是相互独立的标准布朗运动，参数分别取 0.510β = ， 0.476α = 和 2 0.0518κ = 。 
在实际模拟中，我们采用以下离散模型： 

( ) 1,1 ,i t iiX δ δµ δ σ δε−∆ = +                             (4.3) 

( )( ) ( )
2 2 2

2,1 1 ,i ii iδ δ δσ β α σ δ κσ δε− −∆ = − +                       (4.4) 

并假设游离项 0tµ = ，以及观测时长为 2T = 天，其中{ }1,iε 和{ }2,iε ( ). .  0,1i i d N ， 0δ > 是离散化的步长。 
具体操作步骤如下： 
(1) 依据离散模型(4.4)获取真值{ }tσ 。因离散模型(4.4)在提取间隔尽可能小的时候才会近似于连续模

型(4.2)，所以在离散模型(4.4)中我们取时间间隔 100δ = ∆ ，其中 1 3 60 24 2−∆ = × × × 。 
(2) 依据离散模型(4.3)以 20 秒为提取间隔来产生样本{ }iX δ∆ 。离散模型(4.3)中与 20 秒提取间隔对应

的抽样频率为 1 3 60 24 2δ − = × × × 。 
(3) 选取核函数和窗宽。本文选用高斯核来作为核估计中的核函数，而窗宽则依照无偏最小平方交叉

实证法来选取。 
(4) 取 1r = ，根据公式 
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( )1 1 2

1
ˆ ,

i

n rr r
r h i t

i
k K t Xτσ δ τ− −

=

= − ∆∑                          (4.5) 

产生对应时刻τ 的瞬时波动率核估计序列{ }ˆ r
τσ 。 

4.2. 数据的基本统计特征及正态性检验 

表 1 为对数收益率序列的基本统计量，从表看出序列均值在 0 附近；偏度系数近乎为 0，峰度系数约为

3，符合正态分布的特征；J-B 统计量的值较小，而 p 值却很大，说明无法拒绝原假设，序列服从正态分布。 
图 1 为对数收益率序列 Q-Q 图，图中的样本线与理论线几乎重合，由此进一步从直观上验证了序列

服从正态分布。 
 
Table 1. Basic statistics of the log-return 
表 1. 对数收益率基本统计量 

均值(×10−4) 中位数(×10−4) 标准差(×10−4) 偏度(×10−4) 峰度 J-B 统计量 p 值 

1.0192 1.2315 80.7956 −6.2037 3.0359 0.4624 0.7936 
 

 
Figure 1. Q-Q plot of the log-return sequence 
图 1. 对数收益率序列 Q-Q 图 

4.3. 数据的平稳性检验 

在实际分析中，往往需要保证对数收益率序列 { }, tX t T∆ ∈ 具有平稳性，即对于任意 t T∈ ，都有

( )tE X∆ ， ( )tVar X∆ 为常数；对于任意 ,s t T∈ ，协方差 ( ),s tCov X X∆ ∆ 只与时间间隔 s t− 有关。从图 2
可以看出对数收益率围绕 0 上下波动，无明显的趋势特征，而不同时刻的波动大小也没有太大区别，由

此从直观上初步判断序列平稳。为了进一步验证这个想法，本文接下来采用 ADF 单位根检验的方法来判 
 

 
Figure 2. Sequence diagram of the log-return 
图 2. 对数收益率时序图 
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断序列的平稳性。 
从表 2 可以看出，检验概率 p 值为 0.01，所以拒绝原假设，认为序列平稳。 

 
Table 2. ADF test result of the log-return based on simulated data 
表 2. 模拟数据对数收益率 ADF 检验结果 

Dickey-Fuller 统计量 滞后阶数 p 值 

−20.016 20 0.0100 

4.4. 数据的自相关性检验 

为确保对数收益率序列满足随机游走假设，下面对模拟数据对数收益率序列作相关性检验，自相关

图与偏自相关图如图 3 和图 4 所示。 
从图 3 和图 4 可见，无论是自相关系数还是偏自相关系数,绝大部分均在两倍标准差范围内，可以认

为没有显著的相关性。 
 

 
Figure 3. Autocorrelogram of the log-return based on simulated data 
图 3. 模拟数据对数收益率自相关图 

 

 
Figure 4. Partial autocorrelogram of the log-return based on simulated 
data 
图 4. 模拟数据对数收益率偏自相关图 

4.5. 数据的异方差检验 

为了检验序列是否存在异方差性，本文采用 ARCH-LM 检验法来对其进行分析，为此提出的原假设

为“序列不存在 ARCH 效应”，即不存在异方差性及自相关性。 
从表 3 可知，卡方统计量 p 值大于 0.05，所以在 5%的显著性水平下，无法拒绝原假设，认为序列不

存在异方差性。 
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Table 3. ARCH-LM test result of the log-return based on simulated data 
表 3. 模拟数据对数收益率 ARCH-LM 检验结果 

卡方统计量 自由度 p 值 

18.696 12 0.0961 

4.6. VaR 的定义及计算 

VaR 通常可理解为“给定某置信水平，投资组合在一定持有期内的最大损失”。设
it

X 为投资组合在

时刻 it 时的对数价格，则该投资组合在持有期δ 内的收益率为 

1i i it t tX X X
−

∆ = −                                      (4.6) 

在随机扩散模型下，根据 ( ) 1
it

P X VaR α∆ ≥ − = − ，利用参数法对 VaR 进行计算，其定义的公式如下 

oVaR v zασ δ=                                      (4.7) 

其中 ov 为资产初期价值，在后面模拟章节中，我们将其设定为 1； zα 为标准正态分布的α 分位数，σ 为

波动率。由此可见，计算 VaR 的关键是对参数σ 进行估计。 
利用对数收益率序列{ }it

X∆ ，可计算出在时刻τ 上的 r 次幂瞬时波动率估计值 

( )1 1 2

1
ˆ .

i

n rr r
r n h i t

i
K t Xτσ κ τ− −

=

= ∆ − ∆∑                            (4.8) 

取 1r = ，将估计值 ˆ r
τσ 代入(4.7)中，即可得到 [ ]{ }, 0,VaR Tτ τ ∈ 序列 

ˆoVaR v zτ α τσ δ=                                   (4.9) 

在显著性水平为 5%的情形下，由此计算得到的 VaR 值各统计量如表 4 所示。 
 
Table 4. Statistics of the VaR 
表 4. VaR 统计量 

VaR 最大值 VaR 最小值 VaR 平均值 VaR 标准差 

0.0129 0.0047 0.0113 0.0008 

4.7. VaR 的有效性检验 

为了度量在随机扩散模型下利用核权 r 阶幂变差瞬时波动率估计所计算的 VaR 有效性，本文采用

Kupiec 失败频率检验法。 
构造 LR 统计量： 

( )( ) ( ) ( )( )2ln 1 2ln 1T N T N NNLR N T N Tα α− −= − − + −                 (4.10) 

其中α 为显著性水平， ( )1LR χ ，T 为 VaR 值的个数，N 为 VaR 失效的个数，即实际损失值大于 VaR
的个数。 

在显著性水平为 5%的情况下将数据代入相关公式进行计算，得到检验结果如下。 
由表 5 可知，LR 统计量为 3.0781，小于 ( )1χ 的 5%分位数 3.48，所以无法拒绝原假设，认为在随机

扩散模型下由核权 r 阶幂变差瞬时波动率估计所计算得到的 VaR 是有效且可靠的。 
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Table 5. The result of the Kupiec test under the significance level of 5% 
表 5. 显著性水平 5%下的 Kupiec 失败率检验结果 

失败次数 失败频率 LR 值 

468 5.417% 3.0781 

5. 结论 

为了计算证券投资组合风险度量指标 VaR，本文在 Kristensen [2] (2010)提出的二次幂变差瞬时波动

率核估计的基础上，利用 ( )0r r > 阶幂变差构建了在随机扩散模型假定下的 r 次幂瞬时波动率核估计量，

在合理的假设条件下证明其渐近无偏性。之后通过数值模拟考察由该估计量所计算的 VaR 值在有限样本

下的性质。在 Kupiec 失败频率检验中，似然统计值 LR 小于 ( )1χ 的 5%分位数，这表明：在显著性水平

为 5%的情形下，利用 Kupiec 检验法对随机扩散过程假设下的 VaR 结果进行回测检验，所得统计值落在

非拒绝域内。由此可见，利用该方法在随机扩散模型下计算出的 VaR 是可靠的，可用来有效估计资产投

资组合的风险。 
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附录 

引理及证明 

为了得到相关的结论，本文需要利用以下的引理。 
Lemma 6.1. 记 

1 1

1 1 2 1 2d , d , ,i i

i i

t t
i n s i n s i i it t

s sγ µ θ σ ρ θ γ
− −

− − −= ∆ = ∆ =∫ ∫                        (6.1) 

和 

( ) 1 2 .
r r

i i n i ih U U Uρ= ∆ + −                                (6.2) 

若条件(A1)满足，那么有 

( ) ( )| , , . .,i t t nE h U O a sµ σ  = ∆                               (6.3) 

Proof 由条件 (A1)和积分中值定理得，存在常数 1 0C > 和 2 0C > ，使得 1 2maxi iC Cθ≤ ≤ 以及

2maxi i Cγ ≤ ，从而有 i Cρ ≤ < ∞。 
另一方面， 

( )

2

1 2

1 2 2

| , | ,

1 e d .
2

r r
i t t i n i t t i

r x
i n r

E h U E U E U

x x

µ σ ρ µ σ

ρ κ
∞ −

−∞

     = ∆ + −      

= ∆ + −
π ∫

                 (6.4) 

记 1 2
i nu xρ= ∆ + ，那么有 

( ) ( )21 2

2 1 22

2

2 2

1| , e d
2

1 e e e d .
2

i n

i n i n

ur
i t t r

r uu
r

E h U u u

u u

ρ

ρ ρ

µ σ κ

κ

∞ − − ∆

−∞

∞− ∆ ∆−

−∞

  = −  π

= −
π

∫

∫
              (6.5) 

注意到 ( )2 2e 1 , . .i n
nO a sρ− ∆ = + ∆ ，从而有 

( ) ( )( ) 1 22 21| , = 1 e e d ,
2

i nr uu
i t t n rE h U O u uρµ σ κ

∞ ∆−

−∞
  + ∆ −  π ∫               (6.6) 

以及 

( )
2 21 21 22 221 ee e d e d .

2 2

i n
i ni n

ur ruuu u u u C
ρ

ρρ
∆

∞ ∞ − − ∆∆−

−∞ −∞
= ≤ < ∞

π π∫ ∫               (6.7) 

因此， 

( )

( )
1 22 2

| ,

1 e e d , . ..
2

i n

i t t

r uu
r

E h U

u u O a sρ

µ σ

κ
∞ ∆−

−∞

  

= − + ∆
π ∫

                     (6.8) 

利用泰勒展开，我们得到 
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( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 22
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2

2 32 1 2 3 1 2
2 1 2

2 4 62 1 2 4 1 2 6 1 2
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2 42 1 2 4 1 2 6
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1 e 1 d
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1 e 1 d
2! 4! 6!2
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∫

∫

∫
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4 64 1 2 6 1 2
2 21 2 2
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u

u u
u u

ρ ρ
κ ρ
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 ∆ ∆ = + ∆ + + + 
π   
∫





              (6.9) 

以及 

( ) ( )

( ) ( )

2

2

1 22

4 64 1 2 6 1 2
2 2

2 42 1 2 4 1 2
2 2

2 2

1 1e d
2! 4! 6!2

1 e 1 d
2! 4!2

1 e e d .
2

i n

i n i nr u

i n i nr u

r uu

u u
u u

u u
u u

u uρ

ρ ρ

ρ ρ
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−∞
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−∞

 ∆ ∆ + + + 
π   

 ∆ ∆ ≤ + + + 
π   

= < ∞
π

∫

∫

∫



                   (6.10) 

联立(6.8)~(6.10)，结论证得。 
Lemma 6.2 若条件(A3)和(A4)同时满足，那么对于任意 [ ]0,Tτ ∈ ，有 

( ) ( ) ( )( )1 1

1
d .

n

n h i n n
i

K t K u u O h nh
βλ βτ

−∞ +

−∞
=

∆ − = + +∑ ∫                     (6.11) 

根据(A3)里的条件(i)，K(u)是有界概率密度函数，还可进一步推得 

( )
1

.
n

n h i
i

K t Cτ
=

∆ − ≤∑                                  (6.12) 

Proof 由积分中值定理得，存在 [ ]1
ˆ ,i i it t t−∈ ，使得 

( ) ( )
11 1

ˆd .i

i

n nt
h n h it

i i
K s s K tτ τ

−= =

− = ∆ −∑ ∑∫                           (6.13) 

显然， 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

11

0
0

d d

d d

d d ,

i

i

n t
ht

i
T

h h

h hT

K s s K u u

K s s K s s

K s s K s s

τ

τ τ

τ τ

−

∞

−∞
=

∞

−∞

∞

−∞

− −

= − − −

= − − − −

∑∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

                          (6.14) 

而 
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从而有 
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                 (6.17) 

结论证得。 
Lemma 6.3 假设条件(A1)~(A4)同时满足，那么有 

( ) ( )1 2
1 10

1

1 1d , . ..
n Tr r

n ni h s
i

v K s s O a s
n nh

λ β

βτ τ σ−
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=
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∑ ∫               (6.18) 

Proof 由积分中值定理得，存在 ( )( )1ˆ , , , 1, 2, ,i i i i is s t t i nθ −∈ =
 ，使得 
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0.→                                                               (6.20) 
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同理，由条件(A3)可知 
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结论证得。 
Lemma 6.4 若条件(A1)~(A4)同时满足，则有 

( ) 1ˆ ˆ | , , . .,r r
t tE O a s
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Proof 记 
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则 

 ( ) ( )
( )

1 1 2

1

1 1 2

1

ˆ ˆ d

,

i i

n rrr r r
r n h i t t

i
nlaw r

r n i h i
i

K t s X X

Y K t

τ τσ σ κ τ

κ τ

− −

=

− −

=

− = ∆ − ∆ − ∆

= ∆ −

∑

∑
                   (6.24) 

根据(1)，(2)中对于 ,i iγ θ 和 ( )ih U 的定义，我们有 
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                  (6.25) 

由引理 6.1 可知 
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从而结论证得。 
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