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Abstract 
Combining the advantages of Poisson sampling and the characteristics of long occurrence period 
and low incidence of chronic diseases, the confidence interval of risk ratio under Poisson distribu-
tion is constructed by using gradient statistics. The advantage of this method is that it does not 
need to calculate Fisher information matrix and its inverse matrix, which greatly simplifies the 
calculation process compared with the score statistics method. At the same time, an example and 
Monte Carlo simulation are used. Compared with the traditional confidence interval construction 
method, the results show that the method based on gradient statistics can obtain better coverage 
probability and shorter interval length. 
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摘  要 

结合Poisson抽样的优点以及慢性病发病周期长和发病率低的特点，利用梯度统计量的方法来构造

Poisson分布下风险比的置信区间。该方法的优点在于不需要计算Fisher信息矩阵及其逆矩阵，与得分统

计量方法相比，这大大简化了计算过程。同时，通过实例和蒙特卡洛模拟，与传统的置信区间构造方法

进行比较。结果表明，基于梯度统计量的构建方法可以得到较好的覆盖概率和较短的区间长度。 
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1. 引言 

在一些罕见疾病的研究过程中，往往需要用很长的一段时间来对研究对象进行跟进，由于在长期的

跟进过程中有些研究对象可能会退出研究，从而导致在跟进过程中，研究对象的数量会时常发生变化。

Poisson 分布是一种常用的离散分布，它常常与单位时间上的计数过程相联系，用来描述单位时间内事件

发生特定次数的概率。因此，根据 Poisson 分布的优点可以较好地解决上述问题。 
在流行病学中，风险比指的是暴露组的发病率与非暴露组的发病率的比值。在一定的显著水平上，

当风险比小于 1 时，说明某药物或处理对疾病治疗有效；当风险比与 1 无显著差异时，说明该药物或处

理对疾病治疗无影响；当风险比大于 1 时，说明该药物或处理可能会对人体产生副作用，会导致其他疾

病的产生，进而需要更进一步研究探讨。 
在流行病学的研究中，对风险比的研究很普遍，Liu [1]给出了基于 Fieller 定理的方法和基于 F 检验

统计量的方法。Liu [2]给出了 Dalta 方法，该方法运用泰勒展开原理，使得在已知单个随机变量的分布条

件下，能够逼近随机变量函数的均值和方差。Tang [3]等人给出了基于得分统计量的方法、基于似然比统

计量的方法，对于小样本量时，用鞍点逼近的方法等。由于鞍点逼近的方法能够在保证区间覆盖率的前

提下使得区间长度在所有的方法中是最短的。同时，得分统计量的方法也可以在覆盖率和区间长度之间

取得很好的平衡。对于上述提出的几种方法，在计算过程中较为繁琐，例如，得分统计量方法需要计算

Fisher 信息矩阵及其逆矩阵，因此，对于参数检验问题，Terrell [4]提出了一种新的检验统计量，这一新

的梯度统计量可视之为 WALD 以及得分统计量的一种巧妙结合，明显优于 WALD 以及得分统计量，不

需要计算 Fisher 信息矩阵及其逆矩阵。Lemonte [5]等人认为梯度统计量、似然比统计量以及得分检验统

计量在一阶渐近意义下是等价的，同时没有哪个统计量在二阶局部功效方面更优。此外，牛翠珍和范国

良[6]基于梯度统计量得出负二项抽样下风险差的近似区间估计。 
大多数的风险比置信区间的构造方法都是基于二项抽样和负二项抽样下的，相对而言，有关于

Poisson 分布和风险比研究的文献较少。白永昕和田茂再[7] [8]研究了基于 Poisson 抽样下慢性病发病率的

置信区间的构造，Poisson 分布下基于鞍点逼近的慢性病风险差的置信区间的构造。因此，本文利用梯度

统计量的优点，研究基于梯度统计量的 Poisson 分布下风险比的置信区间的构造，并通过例子和模特卡洛

模拟，将基于梯度统计量的方法与对数转换方法、得分统计量的方法以及似然比统计量方法进行比较。 
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2. 风险比置信区间的已有方法 

假设 1,0i = 分别表示暴露组和非暴露组，对第 i 组中 in 个研究对象跟进并得到 iX 例发病数。假设 iX  
服从参数为 *

i in λ 的 Poisson 分布，其中 *
in 表示单位时间内的平均跟进对象， 1λ 和 0λ  ( 0 1iλ< < )分别表示

暴露组和非暴露组的发病率，从而随机变量 iX 的分布函数为： 

( ) ( ) ( )
*

* *| , exp ,   0,1, , .
!

ix

i i
i i i i i i i

i

n
P X x n n x n

x

λ
λ λ= = − = ⋅⋅⋅  

本文考虑暴露组和非暴露组发病率的比，即风险比 1 0R λ λ= 。从而关于风险比 R 和 0λ 的似然函数为 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 0* *
0 1 0 0* *

0 0 1 0 0
1 0

, exp exp
! !

x x
R n n

L R R n R n
x x

λ λ
λ λ λ= − ⋅ −                  (2.1) 

则对(2.1)的似然函数极大化，得到似然估计分别为 
*

1 0 0
0* *

0 1 0

ˆˆ , .
x n x

R
x n n

λ= =  

2.1. 对数转换方法 

对数转换方法在一定程度上是 Delta 方法的改进。若用 Delta 方法估计风险比估计量 R̂ 的渐近分布，

只有在大样本量时 R̂ 的分布才能非常接近正态分布[9]，Kata 等人提出的对数变换方法[10]，认为在样本 
量较小的情况下，变量 ( )ˆlog R 会更加接近正态分布，再对 ( )ˆlog R 运用 Delta 方法可以计算其均值为

( )log R ，方差为 ( ) ( )1 0 0 0
ˆ ˆˆ1 1Rn nλ λ+ ，从而得到 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 0 0 0

ˆlog log
~ 0,1 .

1 1

R R
N

Rn nλ λ

−

+
 

因此，得到对数转换方法下风险比 R 在渐近正态分布下的一个水平为 ( )100 1 %α− 的渐近置信区间为 

( )( ) ( )( )2 2
ˆ ˆ ˆ ˆexp log , exp log ,R Z Var R R Z Var Rα α

    −        
 

其中 ( )( ) ( ) ( )1 0 0 0
ˆ ˆˆ ˆlog 1 1Var R Rn nλ λ= + ， 2Zα 是标准正态分布1

2
α

− 分位点。 

2.2. 得分检验方法 

在大样本的情况下，得分统计量为 

( ) ( ) ( )1 ,sT s I sθ θ θ−′=  

其中， ( ) ( )log |s f Xθ θ
θ
∂

=
∂

是得分函数， ( ) ( )
2

2 log |I E f Xθ θ
θ

 ∂
= −  

∂ 
是 Fisher 信息矩阵。在本文中，

得分函数为 
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Fisher 信息矩阵为  

( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

2 *
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令原假设下 0λ 的限制极大似然估计为 ( )0 0
ˆ Rλ ，求解以下方程就可以得到 ( )0 0

ˆ Rλ ： 

( )
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解得 ( ) 0 1
0 0 * *

0 1 0

ˆ x x
R

R n n
λ

+
=

+
。 

基于假设检验和置信区间的对偶关系，考虑如下假设检验问题： 

0 0:H R R= 对 0 0:H R R≠  

则关于 R 和 0λ 的得分统计量渐近的服从自由度为 1 的卡方分布，即 

( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )
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因此，R 的 ( )100 1 %α− 的置信区间为 

( ){ }2: 1 .sR T αχ≤  

2.3. 似然比检验方法 

与得分方法类似，似然比检验是一种构造参数检验的方法，基于假设检验和置信区间的对偶关系，

在假设检验问题： 

0 0:H θ θ∈ 对 1 0:H θ θ θ∈  

下，有似然比统计量为 

( )
( )

0

0/
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.
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L
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θ θ θ
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∈

∈
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考虑如下假设检验问题： 

0 0:H R R= 对 0 0:H R R≠  

则有 
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其中 ( )0 0
ˆ Rλ 是 0λ 的限制极大似然估计。因此，R 的一个置信水平为 ( )100 1 %α− 的置信区间为 

( ){ }2: 1 .LRR T αχ≤  

https://doi.org/10.12677/sa.2020.91008


蒙海苗 等 
 

 

DOI: 10.12677/sa.2020.91008 67 统计学与应用 
 

3. 基于梯度统计量的风险比的置信区间的构造 

得分统计量方法，似然比统计量方法的计算过程比较复杂，特别是得分方法中需要计算 Fisher 信息

矩阵及其逆矩阵，而本文提出的梯度统计量方法计算相对简便，不需计算 Fisher 信息矩阵及其逆矩阵。

基于上述传统的构造置信区间的方法，下面对梯度统计量方法做具体阐述。基于假设检验和置信区间的

对偶关系，在假设检验问题： 0 0:H R R= ，引入梯度统计量方法。 
Lemote [6]等人论述的梯度统计量具有以下形式： 

( ) ( )( )( ) ( )( )0 0 0 0 0 0
ˆ ˆ ˆˆ, , , .R R R s R Rλ λ λ−  

由上述式子可以知道，梯度统计量具有简单的表达形式，而且不涉及 Fisher 
信息矩阵及其逆矩阵。根据上述给出的 ( )0̂ Rλ 的定义可知得分函数为： 

( )( ) ( ) *1
0 0 1

00 0 0

ˆ
ˆ, .

0

x R n
Rs R R

λ
λ

 − ⋅ =  
 
 

 

进而可以构造一个更加简单形式的梯度统计量为： 

( ) ( )*1
0 0 1

0

ˆ ˆ ,
xT R n R R
R

λ
 

= − ⋅ ⋅ − 
 

 

其中，
*

1 0
*

0 1

ˆ x n
R

x n
= ， ( ) 0 1

0 0 * *
0 1 0

ˆ x x
R

R n n
λ

+
=

+
。 

根据上述的论述，可以构造出 R 的一个水平为 ( )100 1 %α− 的置信区间为 

( ) ( ) ( )* 21
0 0 1

0

ˆ ˆ: 1 .
xR R n R R
R αλ χ

   − ⋅ − ≤  
   

 

4. 蒙特卡罗模拟 

对于上述描述的四种置信区间方法，本文运用蒙特卡罗模拟从区间长度和覆盖率这两个方面来评价

这四种方法构建的置信区间的表现。对于覆盖率，越接近于预先设定的水平，说明该方法越好；置信区

间长度则通过平均区间长度来衡量，在覆盖率能控制的情况下，区间宽度越短越好。 
设 定 样 本 量 20,50,100n = ； 非 暴 露 组 的 发 病 率 为 0 0.1,0.2,0.3,0.5λ = ； 风 险 比 的 真 值 为

0.1,0.5,1,2,3R = ；置信水平为 0.05α = ；每种情形重复试验 10,000 次。如下表 1 到表 5 分别表示

0 0.1,0.2,0.3,0.5λ = ，置信水平为 0.05α = 下的模拟结果，表格中的数分别表示覆盖率和置信区间长度(括
号中的数)。其中，用“FT”表示对数转换方法，“SC”得分检验方法，“LR”表示似然比检验方法，

“GB”表示基于梯度统计量的方法。 
从蒙特卡罗模拟的结果来看(见表 1~5)，当 n 较小 ( )1 0 20n n= = 时， 0λ 从 0.1 增大到 0.5 的过程中，

得分检验方法和梯度方法的区间长度与其他两种方法相比较短，覆盖率也越来越接近预先设定的置信水

平，其中得分方法比梯度方法的表现稍好一些。对数转换方法和似然比方法，虽然得到较好的覆盖率，

但在小样本量的情况下，这两种方法得到的区间长度相对较宽。当 n 较大时，这四种方法的区间长度都

比小样本时短。此外，这四种方法的区间长度都随非暴露组的发病率的增大而减小。 
当非暴露组的发病率一定时，随着样本量的增大，这四种方法的区间长度都逐渐减少，覆盖率也越

来越好，这点在得分方法和梯度方法变现较为明显。 
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总之，似然比方法的覆盖率都非常接近预先设定的显著水平 95%，梯度方法一般比预先设定的水平

小。对数转换方法的覆盖率较好，但其区间长度很宽；似然比方法、得分方法、梯度方法的表现都不错，

但似然比方法的区间长度不及得分方法和梯度方法的好，得分方法的覆盖率比梯度方法的稍好，从而在

这四种方法中，得分方法的表现最佳。此外，如果考虑到计算过程的问题，梯度方法不需要计算 Fisher
信息阵及其逆矩阵，比得分方法的计算简便很多，因此，若是综合覆盖率，区间宽度以及计算过程，本

文提出的梯度方法也有较好的表现。 
 
Table 1. Coverage probabilities and Interval width with 0 0.1R =  and 0.05α =  
表 1. 在 0 0.1R = ， 0.05α = 的覆盖率和区间宽度 

n 0λ  FT
 

SC LR GB 

20 

0.1 0.9937 
(7.5638) 

0.6284 
(1.9312) 

0.9356 
(11.0512) 

0.6232 
(2.2238) 

0.2 1.0000 
(3.8914) 

0.8148 
(1.3301) 

0.9424 
(4.3636) 

0.7878 
(1.4663) 

0.3 1.0000 
(2.9341) 

0.8810 
(0.9698) 

0.9528 
(1.9561) 

0.8431 
(1.0363) 

0.5 1.0000 
(0.9352) 

0.9314 
(0.6222) 

0.9648 
(0.7861) 

0.9085 
(0.6465) 

50 

0.1 1.0000 
(2.9389) 

0.8537 
(1.1276) 

0.9489 
(2.8565) 

0.8199 
(1.2221) 

0.2 1.0000 
(1.1753) 

0.9324 
(0.6222) 

0.9641 
(0.7837) 

0.9072 
(0.6483) 

0.3 1.0000 
(0.5662) 

0.9497 
(0.4419) 

0.9699 
(0.4831) 

0.9373 
(0.4539) 

0.5 1.0000 
(0.3567) 

0.9595 
(0.2964) 

0.9751 
(0.3063) 

0.95049 
(0.3032) 

100 

0.1 1.0000 
(0.9638) 

0.9318 
(0.6234) 

0.9600 
(0.7783) 

0.9076 
(0.6470) 

0.2 1.0000 
(0.5078) 

0.9561 
(0.3502) 

0.9700 
(0.3621) 

0.9464 
(0.3588) 

0.3 1.0000 
(0.2882) 

0.9600 
(0.2607) 

0.9900 
(0.2593) 

0.9543 
(0.2657) 

0.5 0.9292 
(0.2872) 

0.9607 
(0.1877) 

0.9500 
(0.1919) 

0.9588 
(0.1909) 

 
Table 2. Coverage probabilities and Interval width with 0 0.5R =  and 0.05α =  
表 2. 在 0 0.5R = ， 0.05α = 的覆盖率和区间宽度 

n 0λ  FT
 

SC LR GB 

20 

0.1 1.0000 
(7.5393) 

0.9886 
(2.5778) 

0.9891 
(14.2371) 

0.9499 
(2.8512) 

0.2 1.0000 
(3.6517) 

0.9729 
(1.7414) 

0.9722 
(6.9377) 

0.9296 
(1.9520) 

0.3 1.0000 
(2.1485) 

0.9667 
(1.3116) 

0.9637 
(3.5045) 

0.9347 
(1.4585) 

0.5 1.0000 
(1.1235) 

0.9586 
(0.9293) 

0.9509 
(1.5901) 

0.9389 
(1.0167) 
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Continued 

50 

0.1 1.0000 
(3.9179) 

0.9693 
(1.4894) 

0.9680 
(4.8487) 

0.9320 
(1.6677) 

0.2 0.9504 
(2.1379) 

0.9579 
(0.9305) 

0.9511 
(1.6098) 

0.9384 
(1.0149) 

0.3 1.0000 
(1.1217) 

0.9531 
(0.7289) 

0.9479 
(1.0896) 

0.9407 
(0.7865) 

0.5 1.0000 
(0.7306) 

0.9513 
(0.5501) 

0.9494 
(0.7651) 

0.9436 
(0.5873) 

100 

0.1 1.0000 
(1.3369) 

0.9574 
(0.9296) 

0.9507 
(1.6068) 

0.9410 
(1.0115) 

0.2 1.0000 
(0.9606) 

0.9542 
(0.6212) 

0.9485 
(0.8846) 

0.9436 
(0.6651) 

0.3 1.0000 
(0.6884) 

0.9511 
(0.4986) 

0.9465 
(0.6846) 

0.9442 
(0.5306) 

0.5 0.9978 
(0.6388) 

0.9513 
(0.3811) 

0.9482 
(0.5082) 

0.9480 
(0.4042) 

 
Table 3. Coverage probabilities and Interval width with 0 1R =  and 0.05α =  
表 3. 在 0 1R = ， 0.05α = 下的覆盖率和区间宽度 

n 0λ  FT
 

SC LR GB 

20 

0.1 1.0000 
(7.6474) 

0.9967 
(3.1904) 

0.9874 
(19.2241) 

0.9416 
(3.5523) 

0.2 1.0000 
(4.9493) 

0.9760 
(2.1308) 

0.9471 
(10.9694) 

0.9097 
(2.5070) 

0.3 1.0000 
(2.7711) 

0.9622 
(1.6486) 

0.9382 
(5.8897) 

0.9204 
(1.9361) 

0.5 0.9998 
(1.4068) 

0.9519 
(1.2233) 

0.9456 
(2.6570) 

0.9348 
(1.3900) 

50 

0.1 1.0000 
(3.9837) 

0.9669 
(1.8476) 

0.9401 
(7.9420) 

0.9126 
(2.1838) 

0.2 1.0000 
(2.9950) 

0.9514 
(1.2225) 

0.9451 
(2.6816) 

0.9349 
(1.3901) 

0.3 1.0000 
(1.2705) 

0.9534 
(0.9786) 

0.9467 
(1.7984) 

0.9406 
(1.0936) 

0.5 1.0000 
(0.9647) 

0.9564 
(0.7461) 

0.9493 
(1.2593) 

0.9443 
(0.8260) 

100 

0.1 1.0000 
(1.8042) 

0.9523 
(1.2243) 

0.9451 
(2.6905) 

0.9337 
(1.3930) 

0.2 1.0000 
(1.4619) 

0.9550 
(0.8390) 

0.9474 
(1.4639) 

0.9427 
(0.9331) 

0.3 1.0000 
(0.9904) 

0.9553 
(0.6782) 

0.9480 
(1.1214) 

0.9452 
(0.7491) 

0.5 1.0000 
(0.7358) 

0.9550 
(0.5213) 

0.9496 
(0.8319) 

0.9469 
(0.5734) 
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Table 4. Coverage probabilities and Interval width with 0 2R =  and 0.05α =  
表 4. 在 0 2R = ， 0.05α = 下的覆盖率和区间宽度 

n 0λ  FT
 

SC LR GB 

20 

0.1 1.0000 
(8.6772) 

0.9821 
(4.0924) 

0.9729 
(31.0173) 

0.9629 
(4.6890) 

0.2 0.9999 
(4.9531) 

0.9754 
(2.7632) 

0.9552 
(19.7313) 

0.9154 
(3.4738) 

0.3 0.9109 
(2.8233) 

0.9688 
(2.1847) 

0.9482 
(10.5928) 

0.9202 
(2.7513) 

0.5 1.0000 
(4.1774) 

0.9677 
(1.6490) 

0.9499 
(4.7101) 

0.9293 
(1.9934) 

50 

0.1 1.0000 
(7.1879) 

0.9714 
(2.4246) 

0.9800 
(15.9228) 

0.9173 
(3.0654) 

0.2 1.0000 
(4.3535) 

0.9662 
(1.6491) 

0.9400 
(5.0411) 

0.9301 
(1.9934) 

0.3 1.0000 
(2.3616) 

0.9651 
(1.3326) 

0.9600 
(3.2566) 

0.9368 
(1.5762) 

0.5 1.0000 
(1.9199) 

0.9659 
(1.0219) 

0.9500 
(2.1806) 

0.9413 
(1.1907) 

100 

0.1 1.0000 
(4.1634) 

0.9665 
(1.6493) 

0.960000 
(4.7218) 

0.9289 
(1.9935) 

0.2 0.6478 
(3.4604) 

0.9658 
(1.1481) 

0.9300 
(2.6471) 

0.9392 
(1.3428) 

0.3 0.7991 
(1.2897) 

0.9673 
(0.9315) 

0.9200 
(1.8757) 

0.9453 
(1.0809) 

0.5 1.0000 
(1.3826) 

0.9659 
(0.7189) 

0.9300 
(1.4624) 

0.9462 
(0.8287) 

 
Table 5. Coverage probabilities and Interval width with 0 3R =  and 0.05α =  
表 5. 在 0 3R = ， 0.05α = 下的覆盖率和区间宽度 

n 0λ  FT
 

SC LR GB 

20 

0.1 1.0000 
(18.8573) 

0.9781 
(4.8298) 

0.97370 
(43.9800) 

0.9728 
(5.6428) 

0.2 1.0000 
(15.8279) 

0.9807 
(3.2668) 

0.9553 
(29.1713) 

0.9142 
(4.3351) 

0.3 1.0000 
(5.8851) 

0.9727 
(2.6024) 

0.9486 
(15.4977) 

0.9171 
(3.4721) 

0.5 1.0000 
(5.9329) 

0.9745 
(1.9816) 

0.9493 
(6.7729) 

0.9295 
(2.5075) 

50 

0.1 1.0000 
(10.8503) 

0.9759 
(2.8784) 

0.95115 
(20.8995) 

0.9137 
(3.8553) 

0.2 1.0000 
(4.6360) 

0.9753 
(1.9836) 

0.9472 
(6.7878) 

0.9296 
(2.5083) 

0.3 1.0000 
(4.5666) 

0.9720 
(1.6065) 

0.9492 
(4.5019) 

0.9378 
(1.9749) 

0.5 1.0000 
(2.1996) 

0.9737 
(1.2371) 

0.94941 
(3.1056) 

0.9425 
(1.4927) 
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Continued 

100 

0.1 0.9511 
(8.0301) 

0.9749 
(1.9826) 

0.9700 
(6.4451) 

0.9298 
(2.5105) 

0.2 1.0000 
(4.1763) 

0.9721 
(1.3857) 

0.9800 
(3.4785) 

0.9408 
(1.6846) 

0.3 1.0000 
(2.7481) 

0.9732 
(1.1268) 

0.9700 
(2.6861) 

0.9426 
(1.3576) 

0.5 1.0000 
(2.3677) 

0.9733 
(0.8695) 

0.9700 
(0.1990) 

0.9457 
(1.0404) 

5. 实例分析 

根据美国心脏病学会的新标准，对患高血脂的成年人，服用他汀类药物治疗和服用安慰剂两种情况

下与未来得冠心病风险之间的关系进行了研究。根据研究数据可知，在 288 名服用他汀类药物的患者中

有 101 人患有冠心病，在 289 名服用安慰剂的患者中有 23 人患有冠心病。即 

0 1 0 123,  101,  289,  288,x x n n= = = =  

0 1
ˆ ˆ ˆ0.079, 0.351, 4.443.Rλ λ= = =  

根据这些数据，运用文中提出的四种风险比的置信区间构造方法，得到风险比 R 的 95%置信区间，

具体如下表 6 (数据来源于 Ann Marie N B [11])。 
 
Table 6. 95% confidence interval of risk ratio R of statins and placebo 
表 6. 他汀类药物和安慰剂风险比 R 的 95%置信区间 

方法 置信区间 区间长度 

对数转换方法 [2.8018, 6.9304] 4.1286 

得分检验方法 [2.8124, 6.9042] 4.0918 

似然比检验方法
 [2.8567, 7.0973] 4.2406 

梯度统计量方法
 [2.9931, 7.7883] 4.7952 

 
从表 6 可以发现，这四种方法构造的置信区间的区间长度相差不大，没有明显的差异，其中得分方

法的置信区间最短，本文所提出的梯度统计量方法的表现也较好，与得分方法相差不大。此外，这四种

方法的置信上限和置信下限都大于 1，说明在 5%的水平使用他汀药物治疗会使冠心病患者的比例增加。 

6. 结论 

本文主要介绍了在 Poisson 抽样下基于梯度统计量的风险比的置信区间的构造方法，通过蒙特卡罗模

拟与三种传统的估计方法进行比较。在这四种方法中，得分方法的表现最佳，但梯度统计量方法在覆盖

率和区间宽度上，与其他方法无显著差异。此外，梯度方法不需要计算 Fisher 信息阵及其逆矩阵，综合

考虑这四种的方法的计算过程，梯度统计量方法简便很多。因此，若是综合覆盖率，区间宽度以及计算

过程，本文提出的梯度方法也有较好的表现。 
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