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摘  要 

本文数值求解了一个二维非线性时间分数阶四阶混合次扩散和扩散波动方程，在时间方向上采用L1-CN
格式，在空间上通过混合有限元方法进行离散，并且在此基础上，给出了它的全离散格式。最后针对该

数值格式提供了算法过程和数值算例，以及详细的收敛结果。 
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Abstract 
In this article, the two-dimensional nonlinear time-fractional fourth-order mixed sub-diffusion 
and diffusion wave equation is numerically solved, where L1-CN scheme is used in the time direc-
tion, and the mixed finite element method is applied in space. Further, the fully discrete scheme is 
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provided. Finally, the algorithm process, numerical example, and detailed convergence results are 
provided for this numerical scheme. 
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1. 引言 

分数阶扩散方程作为分数阶偏微分方程的一个重要组成部分，常被用于解释不同物质之间的扩散现

象，随着研究深入，含扩散项的方程不断演变，其中带有单个时间分数阶的扩散类方程最为常见，时间

分数阶为 Caputo 型[1] [2] [3] [4]或 Riemann-Liouville 型[5] [6]居多。 
随着研究更加深入，人们发现带有两项时间分数阶的扩散或扩散波动方程更能准确地把握物质的属

性以及现象发生的过程。在[7]中，Feng 等利用有限元方法首次研究了二维时间分数阶混合次扩散和扩散

波动方程。近些年混合次扩散和扩散波动方程的研究理论不断完善，其中，Chen 等[8]利用空间两网格有

限元方法结合 L1-CN 格式解决了一个二维非线性时间分数阶两项混合次扩散和扩散波动方程。在[3]中，

Sun 等将有限差分法与 L1 格式相结合数值离散了一个分数阶混合次扩散和扩散波动方程。在[9]中，Shen
等将单项时间分数阶扩散波动方程的 H2N2 方法扩展到带有非齐次原项的时间分数阶混合次扩散和扩散

波动方程上。由此可知，L1-CN 格式及其改进格式能有效求解混合次扩散和扩散方程。除此之外，不同

形式的双分数阶方程多年来同样被大量学者重视。在[10]中，Yin 等人在卷积求积框架下，利用 Caputo
型分数阶导数与 Riemann-Liouville 型分数阶导数的关系化解了系数为(1, 2)的分数阶导数卷积求解难的问

题。纵然双分数阶问题被大量研究，但多年来该问题的四阶情况从未被考虑，因此选取合适的数值方法

来处理含有四阶项的双分数阶问题具有非常重要的意义。据了解目前处理高阶问题常用的方法有混合有

限元方法[11] [12]，有限差分法[13]，间断有限元方法[14]等。 
在本文中，我们在空间上选用混合有限元方法，在时间上利用 L1-CN 格式考虑以下二维非线性四阶

时间分数阶混合次扩散和扩散波动方程： 

( ) ( ) ( )2
0 0 , , , , , ,C C

t t tD u D u u u u f u g x y t x y t Jα β+ + ∆ − ∆ − ∆ + = ∈Ω×             (1) 

满足边界条件 
( ) ( ) ( ), , , , 0, , , ,u x y t u x y t x y t J= ∆ = ∈∂Ω ∈                         (2) 

和初始条件 
( ) ( ) ( )0 1, ,0 , , ,0 , , .tu x y u u x y u x y= = ∈Ω                          (3) 

其中 ( ),x y ∈Ω，Ω是一个凸多边形区域， ∂Ω是Ω的边界， ( ]0,J T= 是时间区间，并且 0 T< < ∞。 

0
C

tD uα 和 0
C

tD uβ 均为 Caputo 型分数阶导数，有如下定义： 

( )
( ) ( ) ( )0 0

, ,1 d , 0,1 ,
1

tC
t

u x y s
D u t s s

s
αα α

α
∂

= − ∈
Γ − ∂∫  
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( )
( ) ( ) ( )

2
1

0 20

, ,1 d , 1,2 .
2

tC
t

u x y s
D u t s s

s
ββ β

β
−∂

= − ∈
Γ − ∂∫  

本文的重点如下： 
1) 二维非线性时间分数阶四阶混合次扩散和扩散波动方程首次被研究。 
2) 本文以混合有限元和 L1-CN 格式相结合的方法处理四阶混合次扩散和扩散波动方程。同时还呈现

了该方程详细的混合有限元算法过程，以及算例和数据结果。 
本文结构如下： 
在第二节中，通过引入辅助变量 q u= ∆ ，将四阶问题转化为二阶耦合系统，然后时间方向上结合

L1-CN 近似公式给出相对应的全离散格式。在第三节中，基于耦合系统的全离散格式，给出方程(1)~(3)
的详细算法过程，并呈现了算例的误差和收敛结果。在第四节中，得出了一些结论。 

2. 数值格式 

在这一节中，我们在时间方向上利用 L1-CN 近似公式的引理结合空间混合有限元方法得出方程

(1)~(3)的弱形式和全离散格式。 
为了得到全离散格式，我们将时间区间 [ ]0,T 均匀剖分为 0 1 20 Nt t t t T= < < < < = ，N 为正整数，其 

中 ( )1,2, ,nt n n Nτ= =  ， T Nτ = 为时间步长。定义 ( ),n
nu u t= ⋅ ，我们给出 1

2n
t
−
处的几个离散形式： 

( ) ( )
1 11 1

2 22 2, ,
2

n n n nn n

t
u u u uu O t u O t

τ

− −− −+ −
= + ∆ = + ∆

 

( )
1 1

22 .
n nn

t
u uu O t

τ

−− −
∂ = + ∆

 
引理 1 
Caputo 型导数 0

C
tD uα 和 0

C
tD uβ 的 L1-CN 近似公式[4] [8]如下所示： 

( )
( ) ( )

1 1 11 1
2 2 2

1
1 1

,
2 2

n nn k k

t n k t n k t
k k

u a u a u
α

α αα τ
α

− −− − −

− − −
= =

 
= ∂ + ∂ Γ −  

∑ ∑D  

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

1 1 11 1
2 2 2

0 1 1 1
1

,
3

nn n k

t t n k n k t n
k

u b u b b u b u
β

β β β ββ τ
β

− −− − −

− − − −
=

 
= ∂ − − ∂ − Γ −  

∑D  

其中 ( ) ( )1 11ka k kαα α− −= + − ， ( ) ( )2 21kb k kββ β− −= + − ， 0,1, , 1k n= − 。 
接下来引入一个辅助变量 q u= ∆ ，方程(1)可以改写为： 

( ) ( )0 0 , , ,C
t t

C
tD u D u q u u f u g x y tα β+ + ∆ − ∆ − ∆ + =                       (4) 

.q u= ∆                                         (5) 

取 ( ) 1 1
0 0,u q H H∈ × ， ( ) 1 1

0 0,v w H H∈ × ，(4)~(5)在
1
2n

t
−
处相应的弱形式如下： 

( )

1 1 1 1
2 2 2 2

1

0

1
2 2

0, , , ,

, , , ,

n n n n

t t t

n n

C CD u v D u v q v u v

u v f u v g v

α β− − − −

− −

     
+ − ∇ ∇ + ∇ ∇     
     

    
+ ∇ ∇ + =         

 
 
 
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1 1
2 2, , 0.

n n
q w u w

− −   
+ ∇ ∇ =   

   
 

定义有限元空间 1
0hV H∈ 和 1

0hW H∈  

( ){ }1
0 1| , , ,h h h h hV v v H v P K K= ∈ ∈ ∀ ∈  

( ){ }1
0 1| , , .h h h h hW w w H w P I I= ∈ ∈ ∀ ∈   

利用引理 1，取 n
h hu V∈ ， n

h hq W∈ ，其中 1, ,n N=  ，可以得到以下全离散格式： 

( )

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1
2 2

, , , ,

, , , , ,

n n n n

t h h t h h h h t h h

n n

h h h h h h h

u v u v q v u v

u v f u v g v v V

α β− − − −

− −

       
+ − ∇ ∇ + ∇∂ ∇       

       

    
+ ∇ ∇ + = ∀ ∈         

D D

                  (6) 

1 1
2 2, , 0, .

n n

h h h h h hq w u w w W
− −   

+ ∇ ∇ = ∀ ∈   
   

                           (7) 

3. 数值模拟 

3.1. 数值算法 

对 n
h hVu∀ ∈ ， n

h hq W∈ ，且 h hv V∈ ， h hw W∈ ，我们记， 

{ } { }1 1
, ,hh NN

h i h ji j
V span W spanφ ψ

= =
= =  

然后有 

1 1
, ,

h hN N
n n n n
h i i h i i

i i
u u q qφ ψ

= =

= =∑ ∑  

故令 

( ) ( )T T

1 , 1 ,
, , , ,

h h
i j i ji j N i j N
φ φ φ φ

≤ ≤ ≤ ≤
   = = ∇ ∇   M A

 

( ) ( ) ( )T T T

1 , 1 , 1 ,
, , , , , .

h h h
i j i j i ji j N i j N i j N

ψ φ φ ψ ψ ψ
≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

     = ∇ ∇ = ∇ ∇ =     B C D
 

进而对于(6)~(7)有以下算法方程式成立： 
当 1n = 时， 

1 1
1

1 1 0 0

,
2 2

.

µ
τ

 + + − =






 
 

+ = − −

A A BM U Q H

CU DQ CU DQ
 

其中 

T T

1 2 1 2, , , , , , , ,
h h

n n n n n n n n
N Nu u u q q q   = =    U Q  

( ) ( ) ( ) ( )( )T 1 0
1 2, , , , , , , , ,

h

n n n n
N h hg g g f u vφ φ φ = = G F  
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( )
( )

( )
( )

0 0 ,
2 2 3

a b
α β

α βτ τµ
α β

− −

= +
Γ − Γ −

 

( )
( )

1
0 0 1 1

1 0 1 ,
2 2 3

b u
β

βτµ
τ β

− = + − + + − +  Γ − 
A A B MH M U Q F G  

当 1n > 时， 

1 1

,
2 2

.

n n
n

n n n n

µ
τ

− −

 + + − = 
 

+ = −





 −

A A BM U Q H

CU DQ CU DQ
 

其中 

( )

( )
( ) ( )( ) ( )

( )
( ) ( )( )

1 1

1 1, ,
2 2 3n k n k n k n k n k n ka a b b

α β
α α α β β βτ τσ σ

α β

− −

− − − − − − − −= − = −
Γ − Γ −

 

( ) ( )( )

( )
( )

11
1 1 2

1

1

1 1

2 2

,
3

n kn n
n n k n k t

k

n n
n

B

b u

β α

β
β

µ σ σ
τ

τ
β

− −− −
− −

=

−

−

 = + − + + − ∂ 
 

+ − +
Γ −

∑A AH M U Q M U

M F G

 

( ) ( )1 23
, .

2

n n
h hn

h

f u f u
v

− − −
 =
 
 

F  

3.2. 数值算例 

在本节中，通过数值算例验证数值格式的有效性。 
以下方程的精确解表示为 ( ) ( ) ( )3, , sin sinu x y t t x yα β+ += π π ， 

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2
0 0 1 , , , , , ,

, , , , 0, , , ,

, ,0 0, , ,0 0, , ,

t t t

t

C CD u D u u u u u g x y t x y t J

u x y t u x y t x y t J

u x y u x y x y

α β+ + ∆ − ∆ − ∆ + = ∈Ω×

= ∆ = ∈∂Ω ∈

= = ∈Ω







 

其中 [ ] [ ]0,1 0,1Ω = × ， ( ]0,1J = ， 1g 是已知源项 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

3 3
4 3

1

2 2 2 3

6 2 2 2 2

4 4
, , sin sin 4

4 4

sin sin 2 3 2

sin sin .

t t
g x y t x y t

x y t t

t x y

β α
α β

α β α β

α β

α β α β
β α

α β

+ +
+ +

+ + + +

+ +

 Γ + + Γ + +
= π π + + π  Γ + Γ + 

+ π π π + + + π

+ π π

 

在表 1 中，固定时间步长 1 400τ = ，选择空间网格步长 1 100,1 400,1 900,1 1600x yH h h= × = ，得到

了基于不同参数 0.25α = ， 1.75β = ， 0.5α = ， 1.5β = 以及 0.75α = ， 1.25β = 下的空间收敛结果。在表

2中，固定空间网格步长 1 180 1 180H = × ，选择时间步长 1 4,1 8,1 12τ = ，得到了基于不同参数 0.25α = ，

1.75β = ， 0.5α = ， 1.5β = 以及 0.75α = ， 1.25β = 下的时间收敛结果。表 1，表 2 的收敛结果表明数值

格式(6)~(7)对于求解方程(1)~(3)是非常有效的。 
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Table 1. Spatial convergence results with 1 400τ =  
表 1. 当 1 400τ = 时，空间收敛结果 

α  β  H hu u−  收敛阶 hq q−  收敛阶 

0.25 1.75 

1/100 2.7785E−02 - 2.4154E−01 - 

1/400 7.0505E−03 1.9785 6.0185E−02 2.0048 

1/900 3.1355E−03 1.9985 2.6624E−02 2.0115 

1/1600 1.7597E−03 2.0080 1.4881E−02 2.0222 

0.5 1.5 

1/100 2.8002E−02 - 2.4514E−01 - 

1/400 7.1161E−03 1.9763 6.1246E−02 2.0009 

1/900 3.1707E−03 1.9938 2.7190E−02 2.0028 

1/1600 1.7840E−03 1.9990 1.5271E−02 2.0053 

0.75 1.25 

1/100 2.8119E−02 - 2.4711E−01 - 

1/400 7.1463E−03 1.9763 6.1736E−02 2.0009 

1/900 3.1833E−03 1.9945 2.7393E−02 2.0041 

1/1600 1.7903E−03 2.0006 1.5373E−02 2.0080 

 
Table 2. Time convergence results with 1 32400H =  
表 2. 当 1 32400H = 时，空间收敛结果 

α  β  τ  hu u−  收敛阶 hq q−  收敛阶 

0.25 1.75 

4 1.1014E−02 - 2.1851E−01 - 

8 3.5408E−03 1.6371 7.0988E−02 1.6221 

12 1.8298E−03 1.6281 3.7209E−02 1.5931 

0.5 1.5 

4 9.2919E−03 - 1.8452E−01 - 

8 2.6592E−03 1.8050 5.3583E−02 1.7839 

12 1.2504E−03 1.8610 2.5771E−02 1.8053 

0.75 1.25 

4 8.8596E−03 - 1.7599E−01 - 

8 2.5443E−03 1.8000 5.1315E−02 1.7780 

12 1.2071E−03 1.8389 2.4917E−02 1.7817 

 
为了更加直观清楚地观察数值模拟的效果，给出了一些数值解以及误差的图像。图 1~3 展示了精确

解 u 和数值解 hu 基于不同参数α和 β 的图像。在图 4，图 5 中，给出了不同参数α和 β 下的 hu u− 和

hq q− 的等高线图。最后在图 6，图 7 中，我们结合表 1，表 2 的数据分别画出了 hu u− 和 hq q− 的空

间收敛阶图和时间收敛阶图。 
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Figure 1. The images of numerical solution hu  and exact solution u with 0.25α = , 1.75β =  
图 1. 当 0.25α = ， 1.75β = 数值解 hu 与精确解 u 的图像 

 

         

Figure 2. The images of numerical solution hu  and exact solution u with 0.5α = , 1.5β =  
图 2. 当 0.5α = ， 1.5β = 数值解 hu 与精确解 u 的图像 
 

         

Figure 3. The images of numerical solution hu  and exact solution u with 0.75α = , 1.25β =  
图 3. 当 0.75α = ， 1.25β = 数值解 hu 与精确解 u 的图像 
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Figure 4. Error contour of hu u−  with different parameters α  and β  

图 4. 不同参数α 和 β 下， hu u− 的误差等高线图 

 

       

 
Figure 5. Error contour of hq q−  with different parameters α  and β  

图 5. 不同参数α 和 β 下， hq q− 的误差等高线图 
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Figure 6. Spatial convergence order of hu u−  and hq q−  with different parameters α  and β  

图 6. 不同参数α 和 β 下， hu u− 和 hq q− 的空间收敛阶图 
 

      

Figure 7. Spatial convergence order of hu u−  and hq q−  with different parameters α  and β  

图 7. 不同参数α 和 β 下， hu u− 和 hq q− 的时间收敛阶图 

4. 结论 

本文提出了一种数值求解二维非线性时间分数阶四阶混合次扩散和扩散波动方程的方法，具体是在

空间方向上采用混合有限元方法，在时间方向上利用 L1-CN 格式。进一步给出了它的全离散格式以及混

合有限元算法过程。最后通过算例及其结果表明我们的方法能够有效地求解含有四阶导数项的混合次扩

散和扩散波动方程。 
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