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摘  要 

本文提出具有自适应权重的分数阶物理信息神经网络(adaptive-fPINN-PQI)求解时间分数阶偏微分方程。

首先，利用Hadamard有限部分积分意义上的分段二次插值(PQI)对时间分数阶导数进行离散。其次，为

降低自动微分引入的误差，本文采用中心差分法代替自动微分求导，计算空间各阶偏导数，提高了预测

解精度。此外，本文构建的自适应权重残差网络，基于残差网络架构有效防止梯度消失。并通过建立自

适应权重来自动调整不同损失项的权重，显著平衡其梯度，进一步提升预测解精度。最后，将

adaptive-fPINN-PQI用于求解时间分数阶相场偏微分方程，证明了该网络的高精度和高效率。 
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Abstract 
In this paper, an accurate fractional physical information neural network with an adaptive learn-
ing rate (adaptive-fPINN-PQI) is proposed for solving time fractional partial differential equations. 
Firstly, the time-fractional derivative in the Caputo sense is discretized by piecewise quadratic in-
terpolation (PQI) in the sense of the Hadamard finite-part integral. Next, the central difference 
method is used instead of automatic differentiation to reduce the error of automatic differentia-
tion. Besides, the present adaptive-fPINN-PQI is based on the ResNet architecture to effectively 
overcome the issue of gradient vanishing. The adaptive learning rate is constructed to automat-
ically adjust the weights of different loss terms, significantly balancing their gradients and im-
proving the accuracy of the predicted solutions. Finally, time fractional phase field equations have 
been solved using the proposed adaptive-fPINN-PQI to demonstrate its high precision and effi-
ciency. 
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1. 引言 

分数阶微积分的非局域性和记忆性使其更能描述复杂的数学物理问题，因此许多学者对该问题进行

了大量的研究。目前，已经发展出一系列有效的求解分数阶微分方程的数值方法，如有限差分法[1]、有

限元法[2]、谱方法[3]、无网格法(MFM) [4]等。其中，T.A.M.和 B.I. [5]提出了一种一阶有限差分(L1)的时

间离散方案。Deng [6]研究了分数阶 Fokker-Planck 方程的有限元方法。Li 等[7]提出了一种无网格数值逼

近一维问题的方法——“有限积分法(FIM)”。Li等[8]证明了FIM在求解多维问题时具有较高的稳定性、

效率和精度。 
深度学习作为一种求解整数阶偏微分方程的数值技术已广泛应用。许多基于数据驱动的深度神经网

络被提出求解偏微分方程[9]。Wang 等[10]将残差神经网络与数据驱动方法相结合，有效地解决了高维问

题。Yohai 等[11]提出了一种数据驱动的离散化方案，利用神经网络估计空间导数，并对空间导数进行端

到端优化。然而，数据驱动的网络无法仅通过物理约束来解决这个问题，因为它们需要大量的标记数据。

针对数据驱动的局限性，研究人员提出物理信息神经网络[12]。PINNs (物理信息神经网络)将偏微分方程

作为惩罚项加入到损失函数中，使网络能够学习物理方程中隐藏的信息。目前，求解经典偏微分方程的

物理信息神经网络技术得到了很大的发展，并在实际应用中显示出良好的效果[13] [14] [15]。然而，对于

整数阶偏微分方程，利用网络的自动微分可以很容易地推导出空间和时间的任意阶导数，而分数阶导数

无法通过自动微分获得，因此构建稳定高效的分数阶偏微分方程神经网络已成为深度学习领域的研究热

点。fPINN [16]使用 L1 方案离散时间分数阶导数，利用 GL 方法离散空间拉普拉斯分数阶算子。Rostami 
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[17]将级数展开作为替代解，实现了高阶线性分数阶偏微分方程(FPDEs)的更精确解析。Wang 等[18]将分

数阶物理信息与神经网络的非线性函数相结合，提高了时间分数阶相场模型的建模和求解效果。 
经典的一阶有限差分(L1)格式具有良好的稳定性和数值精度。但由于其收敛阶较低，可能需要更多

的网格节点才能获得与高阶差分格式相同的数值精度。Li 等[19]提出的 Hadamard 有限部分积分意义上的

分段正交插值(PQI)具有三阶收敛性，可以提高预测解的精度，提高模型的效率。 
因此，本文在时间离散化中采用 PQI 格式，快速减小控制方程的残差损失，得到更精确的解。为了

平衡损失函数中不同损失项的梯度，在损失函数中提出自适应权重，防止网络陷入局部最优解，大大提

高了网络的可训练性、收敛性和精度。在此基础上，采用中心差分法代替网络中的自动微分来计算空间

各阶偏导数以进一步提高系统精度。 

2. 数学模型 

2.1. 问题描述 

本文考虑时间分数阶偏微分方程的如下形式： 

( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( )
( ) ( ) [ ]

0

1

2

, , , , , 0, ,

,0 , ,

, , , 0, ,

C
tD u t Lu t f t t T

u g
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                       (1) 

其中， ( )0 ,C
tD u tα  是 ( ),u t 对时间 t 的卡普托意义分数阶导数，α 是导数的阶数，L 表示微分算子，Ω是

问题域， ∂Ω是Ω的边界。这里 g1和 g2是两个已知的连续函数。 

2.2. 时间分数阶导数的离散格式 

分数阶导数在卡普托意义上定义为 

( ) ( ) ( ) ( )0 0

1 d , 0 1, 0,
1

tc
tD f t t x f t x tαα α

α
− ′= −   < < >

Γ − ∫                    (2) 

其中 Γ表示伽马函数，α 是时间分数阶导数的阶数， ( )0,1α ∈ 。区间[0,T]均匀划分为 

0 1 2 2 2 1 20 
Ts s Nt t t t t t T+= < < < < < < < =  ，其中 s 和 NT表示位置整数。 

在分段求积分形式中，首先使用黎曼-刘维尔分数阶导数表示式(2)为 

( ) ( ) ( ) ( )11 d .ˆ
tD f t t x f t xαα

α
− −= −

Γ ∫                           (3) 

基于分段二次插值多项式，有： 
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式中 ( ) ( )32 3
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s<t<

R C t f tα−

1
≤ ∆   ， ( )3f̂ 为三阶导数，C 为有限常数。权重 ,2k sν ， 0,1,2, ,2k s=  ， 

1,2, , Ts N=  具有如下形式： 
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其中 
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( )iW k 和 ( ),iV k α 的计算公式为： 
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这样可以将黎曼–刘维尔分数阶导数转化为卡普托意义上的分数阶导数，形式如下： 

( ) ( ) ( )( ) ( )
2

2
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2.3. 空间偏导数的离散格式 

为了更精确地近似偏导数，避免网络自动微分引入的误差，本文采用中心差分来近似空间的各阶偏

导数，其计算公式为： 

在空间近似一阶导数
( )u x
x

∂
∂

时，本文采用的差分格式为： 

( ) ˆ ˆ
,e wu x u u

x x
∂ −

=
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                                       (9) 

ˆeu 和 ˆwu 分别为(
2
xx ∆

+ )和(
2
xx ∆

− )位置处的导数， x∆ 应为常规数值格式中相邻两点之间的距离。相应的 

导数项可推导为： 
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3. 网络架构 

fPINNs (分数阶物理信息神经网络) [16]利用一阶有限差分(L1)格式来近似时间分数阶导数，从而使分 

数阶偏微分方程的残差 ( ) ( ) ( )
2

,2
0

, , ; , , ; , ,
s

k s
k

u x y t Lu x y t f x y tφ θ θ
=

+ −∑  可以作为损失项加入到损失函数中，使 

网络能够更准确学习物理方程中隐藏的信息，其网络结构如图 1 所示。 
 

 
Figure 1. The schematic of fPINN 
图 1. fPINN 网络结构 

 
fPINN 中不同损失项的系数通常都固定为 1，如图 1 所示。然而，由于不同损失项的梯度不平衡，会

导致网络过于关注边界条件、初始条件或控制方程，从而陷入局部最优。为了解决损失项梯度不平衡问

题，本文提出自适应权重来调整不同损失项的梯度，保证网络在反向传播过程中关注到所有损失项。 
本文的损失函数定义为残差损失项、边界损失项和初始损失项的均方误差(MSE)： 
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其中 bλ ， iλ 分别表示边界损失项和初始损失项的自适应权重，θ 为包含权重和偏置的网络参数，使用梯

度下降法更新和迭代： 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 ,
i bn n n r u uL L L Lθ θ θ θθ θ η θ θ η θ θ θ+ = − ∇ = − ∇ + ∇ + ∇                    (12) 

式中 η 为学习率， ( ) ( ) ( ), ,
i br u uL L Lθ θ θθ θ θ∇ ∇ ∇ 分别为残差损失项、边界损失项和初始损失项的梯度值。

自适应权重需要满足： 
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其中 ( ) ( ),
ir uL Lθ θθ θ∇ ∇ 和 ( )

buLθ θ∇ 分别表示残差损失项、边界损失项和初始损失项相对于参数 θ的梯 

度均值。通过大量的数值实验，作者发现当
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时，更有利于网络 

的损失收敛。 
此外，考虑到 ResNet [20] (图 2)可以有效解决 fPINN 中使用的传统全连接神经网络(DNN)的梯度消

失问题，因此，在本文中，从第二层隐藏层开始采用 ResNet。 
 

 
Figure 2. The architecture of ResNet block 
图 2. 残差块结构 

 
用公式(8) (10)离散式(1)，结合边界条件残差和初始条件残差构成物理信息网络的损失函数。并将本

文提出的自适应权重和现有的 ResNet 块应用到网络结构中，得到的自适应 fPINN 网络结构如图 3 所示。 
 

 
Figure 3. The adaptive-fPINN architecture 
图 3. 自适应 fPINN 网络结构 
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4. 数值实验与结果 

4.1. 对比网络 

在本节中，将本文提出的网络应用到求解 1D 时间分数阶相场偏微分方程和 2D 时间分数阶相场偏微

分方程。为了更好地说明网络的精度和性能，将与 fPINN [20]结果进行对比。在网络参数方面，本文提

出的网络(adaptive-fPINN)与对比网络采用完全相同的参数设置，具体为：使用 Adam 算法对损失函数进

行优化，Xavier 用于初始化，神经网络的学习率为 1 × 10-3，隐藏层数设置为 5，神经元数和迭代次数分

别固定为 200 和 6 × 104，激活函数使用 tanh。 

4.2. 1D 时间分数阶相场方程 

本文对具有 Dirichlet 边界条件的 1D 时间分数阶相场偏微分方程进行了研究，方程定义为： 

( ) ( ) [ ]
( ) ( )
( ) ( ) [ ]
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,0 , ,

, ,

, ,

, 0
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=     ∈Ω

=     ∈∂  
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                     (14) 

其中 ∆ 表示为拉普拉斯算子， [ ]0,1 dΩ = ， 1,2d = 并且 ∂Ω是Ω的边界，固定 1, 1Tε = = 。 
考虑满足该方程的一个精确解 ( ) ( ) ( )2, 1 sin 2u x t t x= + π ，根据式(14)，可得： 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

32 2 2 2 23
, sin 2 4 1 sin 2 1 sin 2 1 sin 2

3
f x t t x t x t x t xα

α
−Γ  = + +π π π π π− + + + Γ −

     (15) 

分别利用 fPINN 和 adaptive-fPINN 求解该问题，结果见表 1。通过比较表中的数据，可明显观察到

本文所提出的 adaptive-fPINN 的误差比 fPINN 的误差小 1~2 个数量级，说明其可显著地提高网络求解精

度。此外，图 4 绘制了这两种模型在迭代过程中，预测解的相对误差。从该箱体图中可以看出，

adaptive-fPINN 模型在整个迭代过程中具有更短的箱长，表明所提出的网络更稳定。而且 adaptive-fPINN
的误差始终小于 fPINN 的误差，总体说明 adaptive-fPINN 的解更精确、更稳定。 

 
Table 1. Comparison of the relative errors of the prediction solutions using different networks for the 1D time fractional AC 
equation when t = 1 
表 1. t = 1 时一维时间分数相场方程网络预测解的相对误差比较 

α  fPINN adaptive-fPINN 

0.2 5.95 × 10−3 1.65 × 10−4 

0.5 3.94 × 10−3 8.85 × 10−5 

0.8 3.85 × 10−3 7.14 × 10−5 

4.3. 2D 时间分数阶相场方程 

在这里考虑具有精确解为 ( ) ( ) ( ) ( )2, 1 sin 2 sin 2u x t t x yπ= π+ 的 2D 时间分数阶相场偏微分方程，根据

式(14)，可得源项为： 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

32 2

3
, , sin 2 sin 2 8 1 sin 2 sin 2

3

1 sin 2 sin 2 1 sin 2 sin 2

f x y t t x y t x y

t x y t x y

α

α
−Γ

= + +
Γ −

          

π π π π π

 π π π         − + + + π 

           (16) 
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Figure 4. The relative errors of the solutions against the number of 
iterations by various models at 0.8α =  
图 4. 0.8α = 时，网络迭代过程中不同模型解的相对误差 

 
神经网络 fPINN 和 adaptive-fPINN 求解该问题的预测解相对误差如表 2 所示。结果表明，

adaptive-fPINN-PQI 模型解的精度比 fPINN 平均高一个数量级。 
 

Table 2. Comparison of the relative errors of the prediction solutions using different networks for the 2D time fractional AC 
equation when t = 1 
表 2. t = 1 时二维时间分数相场方程网络预测解的相对误差比较 

α  fPINN adaptive-fPINN 

0.2 1.04 × 10−3 3.22 × 10−4 

0.5 8.84 × 10−4 3.31 × 10−4 

0.8 1.25 × 10−3 3.21 × 10−4 

 
图 5 绘制了 fPINN 和 adaptive-fPINN 解及其误差分布。从图中可以看出，本文提出的网络预测性能

要优于对比网络，在整个预测区域内预测精度降低大约 1 个数量级，由此可见所提出的自适应 fPINN 模

型在求解时间分数阶方程方面表现优异。 
 

 
(a) fPINN 

 
(b) adaptive-fPINN 

Figure 5. The distribution of predicted solutions and errors of fPINN and adaptive-fPINN 
图 5. fPINN 和 adaptive-fPINN 网络的预测解分布和绝对误差分布 
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5. 结论 

本文构造了一个求解时间分数阶偏微分方程的自适应 fPINN 网络。该结构的自适应权重通过有效平

衡不同损失项的梯度，使所有损失项都能快速下降。所提出的神经网络采用了分段二次插值的高阶格式，

使得网络损失可以快速下降，提高了训练速度和效率。在此基础上利用中心差分法代替物理信息网络中

的自动微分技术，一定程度上降低了近似误差。最后通过求解两个时间分数阶相场偏微分方程实验有效

验证了所提出模型的精度、收敛性和稳定性。在今后的工作中，将进一步研究不同定义下的分数阶导数，

特别是解决 Hadamard 型分数阶问题，开发一个更广泛适用的机器学习模型解决分数阶问题。 
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