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摘  要 

本文研究了一类含有参数的算子不动点定理，得到了不动点的存在唯一性以及该不动点关于参数的单调

性与连续性。以此为基础研究了一类含有参数的分数阶微分方程多点边值问题，最终得到了方程解的存

在唯一性和该唯一解关于参数的单调性、连续性。最后举例说明了结果的可行性。 
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Abstract 
This paper investigates a class of fixed point theorems with parameter operators, obtaining the ex-
istence and uniqueness of fixed points as well as the monotonicity and continuity of the fixed points 
with respect to the parameters. Building upon this, it explores a class of multi-point boundary value 
problems for fractional differential equations with parameters, ultimately obtaining the existence 
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and uniqueness of solutions to the equations, along with the monotonicity and continuity of the 
unique solution with respect to the parameters. Finally, examples are provided to illustrate the fea-
sibility of the results. 
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1. 引言 

分数阶微分方程是微分方程的一个重要分支，因其具有记忆性、遗传性等特点，能更客观准确地描

述非线性状态或现象，在处理非线性常微分、偏微分、积分、差分方程问题时具有极高潜力，进入 21 世

纪以来，分数阶微积分及分数阶微分方程理论成功应用于药物扩散、信号处理、图像处理、天气预报、

粘弹性材料等工程和技术领域[1]-[7]。例如，在图像处理中，通过改变微分的阶数可以增加高频信息同时

保留低频信息，从而有效提高图像清晰度。在黏弹性流变问题中，许多复杂黏弹性材料具有记忆特性，

使用分数阶模型可克服整数阶模型无法良好拟合试验数据的问题，而且只需较少的参数。因此，分数阶

微分方程已成为越来越多学者探讨和研究的重要课题。越来越多的学者被它广泛的应用前景所吸引。 
非线性泛函分析理论是研究分数阶微分方程及其边值问题的重要手段，包括上下解方法、解析方法、

非线性算子理论、临界点理论等等。大多数学者以此为工具研究分数阶微分方程解的存在性、唯一性、多

重性、渐进性等。微分方程中非线性项的性质、边界条件的形式及导数的类型都对方法的选择与应用有着

十分重要的影响。其中，不同类型分数阶微分方程边值问题的研究受到了广泛关注，包括分数阶微分方程

的两点、三点、多点边值等问题[5]-[18]都引起了人们的兴趣。文献[8]讨论了以下的分数阶微分方程： 

( ) ( )( ) [ ]
( ) ( ) ( )
0

t , t 0     0,1 .

0 0 1 0.

D x f t x t

x x x

α
+ + = ∈


′= = =

，
                              (1) 

其中
0

Dα
+ 为黎曼刘维尔型分数阶导数， 2 3α< < ，通过使用巴拿赫压缩映像原理，作者得到了上面方

程解的存在性结论。文献[9]讨论了以下的分数阶微分方程： 

( ) ( ) ( )( ) [ ]
( ) ( ) ( ) ( )
0

, ,     0,1 .

0 0 1 1 0.

D x t b f t x t x t t

x x x x

α
+ + = ∈


′ ′= = = =

，
                            (2) 

其中 3 4, 0bα< < > 主要在不考虑算子紧性、连续性或者上下解存在的条件下，结合集合 ,h eP 中算子的

不同凹凸性、单调性等性质，利用锥与半序理论和单调迭代技巧来研究方程的唯一解。 
本文论讨论了如下一类带有参数的 -ψ 黎曼刘维尔型分数阶微分方程 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) [ ]
[ ] ( )
( )

1;

[ ]

1 , 0,    , .

0,                                     0,1,..., n 1.

0,                                         0,1,..., 1.

k

a

i

j

D x t f t x t q t t a b

x a i k

x b j k

α ψ

ψ

ψ

λ+

− + − − = ∈

 = = − −


= = −

                       (3) 
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其中 ( ); .
a

Dα ψ
+ 为 -ψ 黎曼刘维尔型分数阶导数，参数 2α > ， 1n nα− ≤ < 且1 1k n≤ < − 。以及式子： 

( ) ( ) ( )[ ]

'

i

i
t

dx x t
t dtψ ξξ

ψ =

 
=   
 

 

相较于(1)和(2)这两个方程，本文将方程的形式上从黎曼刘维尔型分数阶导数推广成了 -ψ 黎曼刘维

尔型分数阶导数，在选取特定的参数时，本文结果将退化为方程(1)和(2)。因此本文的结论更具有一般性，

同时也为处理该类问题时提供了一种新思路。 

2. 预备知识 

定义 1 [10]令 0α > ， ( )tψ 是定义在区间 [ ],a b 上的严格单调递增的正值函数，且 [ ]1 ,C a bψ ∈ ，

则称函数 [ ]: ,u a b R→ 对于另一个函数 ( )tψ 在区间 [ ],a b 上的α 阶 -ψ 黎曼刘维尔积分为： 

; 11( ) ( )( ( ) ( )) ( )d
( )

x

a a
I u x s t s u s sα ψ αψ ψ ψ

α+
−′= −

Γ ∫  

定义 2 [10]令 0α > ， ( )tψ 是定义在区间 [ ],a b 上的严格单调递增的正值函数，且 [ ],nC a bψ ∈ ，则

称函数 [ ]: ,u a b R→ 对于另一个函数 ( )tψ 在区间 [ ],a b 上的α 阶 -ψ 黎曼刘维尔导数为： 

( ) ( ) ( ); ;1
n

n
a a

dD u x I u x
x dx

α ψ α ψ

ψ+ +
− 

=   ′ 
 

其中 [ ] 1n α= + 。 
定义 3 [10] 设 E 是实巴拿赫空间，倘若 P 是 E 中非空凸闭集且满足： 
(1)：对任意的 x P∈ 且 0λ ≥ 则有 x Pλ ∈ 。 
(2)：如果 x P∈ 且 x P− ∈ 则有 x θ= ，其中θ 表示 E 中零元素。 
则称 P 是 E 中的一个锥。并且我们在锥种引入半序概念，即如果 ,x y E∈ ，当 x y P− ∈ 时可记为

x y≥ 。特别的，如果对于任意满足 x y θ≥ ≥ ，存在常数 N 使得 y N x≤ 成立，则称锥 P 为正规锥，

其中常数 N 称为正规常数。 
定义 4 [9]设 E 是实巴拿赫空间，P 是 E 上的正规锥，设 e hθ ≤ < ，定义集合 ,h eP 定义为

{ }, , 0 :h eP x E u v uh x e vh= ∈ ∃ > ≤ + ≤ 。若算子 ,: h eA P E→ 满足对任意的 ( ), 1, 0,h ex P τ∈ ∈ ，存在

( ) ( )( )0,1ϕ τ τ τ> ∈ 存在使得： 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )1T x e e T x eτ ϕ τ ϕ τ+ − ≥ + −  

则称算子 A 为 ( ),h eϕ − 凹算子。 

引理 1 [11]如果 , 0p q > ， [ ],u L a b∈ ，则 

( )( ) ( ); ; ;p q p q
a a a

I I u x I u xψ ψ ψ
+ + +

+=
 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ); ;

1

n p kp p
ka a

k
I D u x u x c x aψ ψ ψ ψ+ +

−

=

= − −∑  

其中 1 2,  ,...,  nc c c 为待定系数。 

引理 2 [9]设 P 是正规锥，设 e hθ ≤ < ， ,: h eA P E→ 是增 ( ),h eϕ − 凹算子且 ,h eTh P∈ 。则算子 A 满有

唯一不动点，且对于集合 ,h eP 中任意给定的初值 0x 构造迭代序列 1n nx Ax+ = 都有 ( )*
nx nx→ →∞ 。 *

,h ex P∈  

引理 3 设 [ ],y C a b∈ ，则下面方程： 
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( ) ( ) ( ) [ ]
[ ] ( )
[ ] ( )

1; 1 0,                          , .

0,                                    0,1,..., 1.

0,                                         0,1,..., 1.

k

a

i

j

D x t y t t a b

x a i n k

x b j k

α ψ

ψ

ψ

+

− + − = ∈

 = = − −


= = −

                     (4) 

有唯一解： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ),
b

a
x t G t s s y s dsφ φ φ′= ∫  

其中 ( ),G t s 为： 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( )
( )( ) ( )

( )

111

01

11

0

1
,   0 1.

, 1
1

 ,                      0 1.

ik
i

ik

ik
i

i

s t
t s s t

i
G t s

s t
t s

i

α
α

α

α υ
α

η
α υ

α

− −−
−

=−

− −−

=

 Γ −
− − + ≤ ≤ ≤

Γ −
= − 

Γ −
≤ < ≤ Γ −

∑

∑
             (5) 

其中 ( ) ( ) ( )
( ) ( )
t a

t
b a

ψ ψ
φ

ψ ψ
−

=
−

， ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )11

0

1
1 i 0,1,...

!

i
t k ik

i

i t
t u u du

k k i i
αα

υ
α

− −− −Γ − −
= − =
Γ − Γ − ∫ ，常数 

( ) ( )( )
( )

b a
α

ψ ψ
η

α
−

=
Γ

。 

证明：由引理 1，并带入条件 [ ] ( ) ( )0 0,1,..., 1ix a i n kψ = = − − 。则： 

( ) ( ) ( ) ( )( );

1
1

k ik
ia

i
x t I y t c t

αα ψ φ+

−

=

= − +∑                            (6) 

由 ( )i tυ 的 定 义 可 知 ( ) ( ) ( )1 0 1j
i ij j kυ δ= ≤ ≤ − ， 不 难 证 明 函 数 组 ( )( )( )0,1,..., 1i t i kυ φ = − 与

( )( ) ( )1,2,...,
i

t i k
α

φ
−

= 可构成相同的线性空间，则存在 1 2,  ,...,  kc c c   将上式改写为： 

( ) ( ) ( ) ( )( );

1
1

kk
i ia

i
x t I y t c tα ψ υ φ+

=

= − +∑                              (7) 

带入边界条件 [ ] ( ) ( )0 0,1,..., 1jx b i kψ = = − 可得： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

1
1 1

1
j

bk
j a

s
c b a s y s ds

j

α
α φ

ψ ψ φ
α

− −
− −

′= − −
Γ −∫                     (8) 

因此可得： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ),
b

a
x t G t s s y s dsφ φ φ′= ∫                             (9) 

引理 3 格林函数 ( , )G t s 具有以下性质： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 11 ,s t G t s s tηζ ζ η ζ ζ− ≤ ≤                           (10) 

其中，函数 1 2,ζ ζ 的表达式为 ( ) ( ) ( ) ( ) 11
1 2,1 1k kk kt t t t t t ααζ ζ − −− −= − = − ， { }1 2max ,=   ，这里 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2
1 11 2 ... , 1 2 ... 1
! 1 !

k k
k k

α α α α α α= − − − = − − − +
−

  。 

证明：对于 0t = 或者 1s = 时，不难得出 ( ), 0G t s = ，此时结论成立。当 ( )0,1t∈ 时。为了方便求解，

令 ( ) { }( ) 1
max ,0t t

α
χ

−
= ，则 ( ],1kCχ ∈ −∞ ，设： 
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( ) ( )
,

1
t st s

t s
−

Λ =
−

                                   (11) 

因为 

( )( ) ( )
( )

( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1
1 11 1
0

1 11
1 1

10

1 1 1
1

1 1 1                                
1

i i ii
k ii k k k

i k i
k i

k

s t C t s
t u tu du

i k k

t s tu C u du
k k t s t

α α
α α

αα
α

α υ α
α α

α
α

− − − −
− −− − − −

− − −−
− −

−

Γ − Γ − −
= −

Γ − Γ Γ −

 Γ − −  = −    Γ Γ − −   

∫

∫

           (12) 

由此可得 

( )( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

1 111 1 11
0

0

11 1

0

11

1 1
,

1 , 11
                                    

!

1 ,
                                    1

ik ki k

i

iik

i

i

s t t s
u t s u du

i k k

k k t st s
k k i

t s
t s

α αα
α

αα

αα

α υ α
α α

α χα
α α

χ

− − −−− −− −

=

−− −

=

−−

Γ − Γ −
= Λ −

Γ − Γ Γ −

Γ Γ − Λ −Γ −
=

Γ Γ − Γ

Λ −
= −

∑ ∫

∑

( )1

0

1
!

i
k

i i

−

=
∑

          (13) 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( )( )
( ) ( )

( ) ( )

11 1 1

0
11

, 1 1 

1 , 1

         

, 1 ( , 1
!

,
1

1 !

iikk

i
k

k

t s

t s
G t s t s s t

i

u t s u du
s t

k

α α

α α

χ
η χ

η χ

−
− − −

=

−

Λ − −

Λ −
= − − Λ + −

−Λ
= −

−

∑

∫
              (14) 

如果 ( )0 , 1t s< Λ < ，此时有 t s> ，由此可得 

( )
( )( )( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

11

, 1 1

1 2          

!

, 1
, 1

1

k
k

t s
u t s du

G t s s t
k

t s

α α
η χ

η ζ ζ

−

Λ − −
− Λ

≤ −
−

≤

∫



                    (15) 

( )
( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
1 10

1 1
1 10

1 1 1 1

, 1
, 1 , 1

1 !

         1 1
1 !

1
         1 1

1 !

kk
k

kk
k kk k

t s d
G t s t s s t

k

d
s t s t

k

t s t s
k k

α α

α α

η τ ϕ τ τ τ

τ χ τ τ
η

α
η ζ ζ ηζ ζ

α

−
− −

−
− − − −

+ Λ −
= −Λ −

−

≥ − −
−

Γ −
= − ≥ −

Γ − −

∫

∫                (16) 

如果 ( ), 0t sΛ ≤ ，此时有 t s≤ ，利用类似的方法上面的两个不等式依旧成立，则引理 3 得证。 
定理 1 假设 P 是正规锥， ,: h eA P E→ 是增 ( ),h eϕ − 凹算子且 ,h eAh P∈ 定义算子 ( )1T x Ax eλ λ= + − ，

则以下结论成立： 
(1)：对任意 [ ]0,1λ ∈ ，Tλ 有唯一不动点 ,h ex Pλ λ∈ ，且在 ,h eP λ 中，任给初值 0x ，构造迭代序列 1n nx T xλ+ = ，

都有 ( )nx nxλ→ →∞ 。 
(2)：对任意 1 20 1λ λ< ≤ < ，则(1)中给出的给出对应的唯一解

1 2
,x xλ λ 满足关于 1 2, ,eλ λ 的不等式

1 21 2x e x eλ λλ λ+ ≥ + 。 
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(3)：如果存在 ( )0,1β ∈ 使得 ( ) βϕ τ τ≥  则(1)中给出的给出对应的唯一解 xλ 在 ( )0,1λ ∈ 上连续。 
证明：根据算子Tλ 的定义，不难证明 ,: h eT P Eλ λ → 是增算子且 ,h eT h Pλ λ∈ 。对任意的 [ ]0,1λ ∈ 以及

( ), 0,1,h ex P λ τ∈ ∈ ，有 

( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )( )

1

                            1

                            

T x e e A x e e e

A x e e e

Ax e e T x e e

λ

λ

τ λ λ τ λ λ λ

τ λ

ϕ τ λ ϕ τ λ λ

+ − = + − + −

≥ + − + −

≥ + − = + −

                 (17) 

因此， Tλ 是 ( ),h eϕ λ− 算子。由引理 2 可知，结论 (1) 成立。由 ( ) 1, 2
i i hx e P iλ λ+ ∈ = ，令

( ){ }1 2* 1 2sup 0 x e x eλ λτ τ λ τ λ= > + ≥ + 。则 * 0τ > ，如果 * 1τ < ，因为 2 1λ λ≥ ，则 

( )( )
( )( ) ( )( )

1 2

2 2

1 * 2 2

* * 2            

x e A x e e e

Ax e x e

λ λ

λ λ

λ τ λ λ

ϕ τ ϕ τ λ

+ ≥ + − +

≥ + = +
                       (18) 

因为 ( )* *ϕ τ τ> ，这与我们的已知条件矛盾。因此 * 1t ≥ 。所以有
1 21 2x e x eλ λλ λ+ ≥ + ，结论(2)成立。

针对性质(3)，我们假设 1 20 1λ λ< ≤ < ，令 ( ){ }2 1* 2 1sup 0 x e x eλ λτ τ λ τ λ= > + ≥ + ，则 ( )2 12 * 1x e x eλ λλ τ λ+ ≥ + ，

因为
1 1x e Pλ λ+ ∈ ，不难证明对任意 ( )0,1τ ∈ ，有 

( ) ( ) ( )1 1

2
1 2

1

1
1

x e e x e eλ λ

τ λ
τ λ λ

λ
−

+ − ≥ + −
−

                         (19) 

由此可得： 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 1 1

1 1

* 2
2 * 1 2

1

* 2 * 2
1

1 1

1
1

1 1
             

1 1

x e A x e e e A x e e e

Ax e x e

λ λ λ

β

λ λ

τ λ
λ τ λ λ

λ

τ λ τ λ
ϕ λ

λ λ

− 
+ ≥ + − + ≥ + − +




+


 



− 

− − 
≥ ≥ + 

− − 





 

               (20) 

如果
1

2
*

1

1
1

β
βλ

τ
λ

− 
 
 

−
<

−
 ，则有

( )* 2
*

1

1
1

β
τ λ

τ
λ


−


 
 

−
>



 ，这与假设矛盾。因此有 

( ) ( )2 1 1

1
2

2 * 1 1
1

1
1

x e x e x e

β
β

λ λ λ
λ

λ τ λ λ
λ

− −
+ ≥ + ≥ + − 

  

根据结论(2)并考虑到 1 2,λ λ 的相对性，令 ,u v 分别是
1

2

1

1
1,

1

β
βλ

λ

− 
 


−
− 

之间的最小值与最大值，不难得到 

对于任意的 1 20 , 1λ λ< < ，有 ( ) ( )1 2 11 2 1u x e x e v x eλ λ λλ λ λ+ ≤ + ≤ + 。设锥 P 的正规常数为 N ，因此： 

( )1 2 1 2

1

1 2 1 2

1 1 2                

x x x e x e e e

N u v x e e

λ λ λ λ

λ

λ λ λ λ

λ λ λ

− ≤ + − + + −

≤ − ⋅ + + − ⋅
                       (21) 

于是有
1 2

2 1
lim 0x xλ λλ λ→

− = ，因此性质(3)成立。 

3. 主要结果 

在实巴拿赫空间 E 中考虑主要定理，设 [ ]{ },E x x C a b= ∈ ，且 E 的范数为 ( ) [ ]sup{ , }x x t t a b= ∈ 。
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定义 ( ) [ ]{ }0, ,P x E x t t a b= ∈ ≥ ∀ ∈ 。显然， P 是 E 中的正规锥。对任意 [ ],t a b∈ ，令： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 2, ( )=
b b

a a
e t G t s q s s ds t s s q s dsφ φ φ η ζ φ ζ φ φ′ ′≤∫ ∫  

取 ( ) ( )( )*
1h t M tζ φ= ，其中 ( )( ) ( ) ( )*

2
b

a
M s s q s dsη ζ φ φ′= ∫ 。显然有 ( ) ( )e t h t≤ 。由 ( ),G t s 的非负

性和 ( ) [ ]( )0 0,1q s s≥ ∈ ，可知 ( ) 0e t ≥ ，进而有 e hθ ≤ ≤ 。 
定义算子 ( )1T x Ax eλ λ= + − ，其中算子 A 为： 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ), ,
b

a
Ax t G t s s f s x s ds e tφ φ φ′= −∫  

定理 2 假设满足如下条件： 
(i)： [ ] ) [ )*: , , 0,f a b M× − +∞ → +∞ 是连续函数，关于变量 )* ,x M∈ − +∞ 递增，且对 [ ],t a b∈ 有

( ),0 0f t ≡/ 。 

(ii)：对任意 ( ) )* * 0,1 , , , 0,x M z Mτ   ∈ ∈ − +∞ ∈  ，存在 ( ) ( ],1ϕ τ τ∈ 使得： 

( )( ) ( ) ( ), 1 ,f t x z f t xτ τ ϕ τ+ − ≥  

则有以下结论成立： 
(1)：对任意 [ ]0,1λ ∈ ，方程(3)在 ,h eP λ 有唯一解 xλ ，且在 ,h eP λ 中，任给初值 0x ，构造迭代序列

1n nx T xλ+ = ，都有 ( )nx nxλ→ →∞ 。 
(2)：方程(3)的唯一解 xλ 满足 x eλ λ+ 随着 [ ]0,1λ ∈ 的增加而减小。 
(3)：如果存在 ( )0,1β ∈ 使得 ( ) βϕ τ τ≥ 。则方程(3)的唯一解 xλ 在 ( )0,1λ ∈ 上连续。 
证明：很明显方程(3)的解可化为算子Tλ 的不动点问题。根据假设，很明显有 ,: h eA P E→ 。结合定理

1，我们从三个方面来验证算子 A 满足相应条件。 
首先，我们证明 ,h eAh P∈ 。由 ( ),G t s 的性质和条件(i)，有： 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )
1 2

*
2*

, ,

                     ,

                     , ( )

b

a
b

a

b

a

Ah t e t G t s s f s h s ds

t s s f s h s ds

s s f s M ds h t
M

φ φ φ

η ζ φ ζ φ φ

η ζ φ φ

′+ =

′≤

′≤ ⋅

∫

∫

∫





                   (22) 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

*
1

1 1

1*

, ( ) ,

           1 ,0

           1 ( ) ,0

b

a
b

a

b

a

A h t G t s s f s M s ds

t s s f s ds

s s f s ds h t
M

φ φ φ ζ φ

η ζ φ ζ φ φ

η ζ φ φ

′=

′≥ −

′= − ⋅

∫

∫

∫

                     (23) 

令： 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )*
1 2 2 1* *, ,    1 ,0 .

b b

a a
l s s f s M ds l s s f s ds

M M
η ηζ φ φ ζ φ φ′ ′= = −∫ ∫


 
则有 ( ) ( )2 1l h t Ah e l h t≤ + ≤ 。因此有 ,h eAh P∈ 。第二步我们证明 ,: h eA P E→ 是增算子。对任意的

,, h eu v P∈ 假设u v≥ ，根据条件(i)可以得到： 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

, ,

           , ,

b

a
b

a

Au t G t s s f s u s ds e t

G t s s f s v s ds e t Au t

φ φ φ

φ

′= −

′≥ − =

∫

∫  
因此 ,: h eA P E→ 是增算子。最后我们证明算子 A 是 ( ),h eϕ − 算子。由条件(ii)可得： 
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( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( )

, , 1

                      ( , ) ,

                      

b

a
b

a

A x e e G t s s f s x s e s ds e t

G t s s f s x s ds e t

A x e e

τ φ φ φ τ τ

ϕ τ φ φ φ

ϕ τ

′+ − = + − −

′≥ −

= + −

∫

∫              (24) 

于是结论成立，根据定理 1，我们可知定理 2 的结论成立。 

4. 应用举例 

考虑如下问题： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]

( ) ( ) ( ) ( )

1
7 1;log 222 3

1

12 1 1 1, .
2

1 1 0

,     
t

D u t t x t t x t t e

u u e u u e

λ+


  + = + + − + ∈   

 ′ ′= = = =

                 (25) 

结论：对任意的 [ ]0,1λ ∈ ，方程(25)在集合 ,h eP λ ′  (这里为了将与自然对数 e 进行区分，我们将其写为

( )e t )上有唯一解，且 x eλ λ ′+ 随着 [ ]0,1λ ∈ 增加而减小， xλ 在 ( )0,1λ ∈ 连续。其中， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 21 2

1

322 log , log ,   log 1 log
45

e
e t G t s s ds h t t t

π
−′ = = −∫ 。其中 ( ),G t s 为第二小节中将对应值带入的 

函数。 

证明：与方程(3)对比，则不难得出
7
2

α = ， 2k = ， ( ) 0t
d u t

tdt ξ=
  = 
 

，区间 [ ] [ ], 1,a b e= ，函数

( ) log ,t tψ = ( ) ( )( )
1

122 3
1, 1 1
2

f t x t x t x = + + − + 
 

， ( ) 2q s = 。于是有
8 5

215
η

π
= =， 。 

* 32 0.401
45

M
π

= ≈ ，从而不难得出， ( ),f t x 满足 [ ] ) [ )*: 1, , 0,f e M× − +∞ → +∞ ，且对任意的 [ ]1,t e∈ ，

( ),f t x 关于 x 是增的，则第三节中的条件(i)满足。另一方面，对任意的 [ ]1,t e∈ ( )0,1 ,τ ∈ [ )0, ,x∈ +∞ 以及

*0,z M ∈  ，有： 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )

1
122 3

1
1122 33                      

1, 1 1 1 1 1

1   

2

1 1
2

 ,

f t x z t x z t x z

t x t x f t x

τ τ τ τ τ τ

τ τ τ

 + − = + − + + − + − + 
 

  ≥ + + − + ≥  
  

 

根据定理 2，可得结论正确。 

5. 结论 

本文研究了一类含有参数的 -ψ 黎曼刘维尔型分数阶微分方程多点边值问题，在边界条件的形式进行

了拓展。同时，在一类集合 ,h eP 上的不动点定理基础之上，本文在含有参数的集合 ,h eP λ 上对上述不动点定

理进行了推广，得到了不动点的存在唯一性以及该不动点关于参数的单调性与连续性，丰富了含有参数

的不动点理论。最后利用该结论证明了方程(3)在集合 ,h eP λ 上有唯一解以及解关于参数的性质。 
本文的方法只是从理论上研究了解的存在唯一性，没有给出的迭代序列的收敛速度，这可以作为后

续的研究方向。另外，根据本文给出的关于格林函数性质的分析，也可以尝试使用其他的不动点理论来

进行研究，得到一些非线性项具有其他性质时解的存在性与唯一性。 
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