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摘  要 

本文对标准正交基的计算方法加以分析，分别采用Schmidt正交化方法、初等变换法、合同变换法和

Givens变换法进行标准正交基的求解。并在三维欧氏空间中，把向量积与这些方法结合，使得计算更为

简单。 
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Abstract 
In this paper, the calculation methods of orthonormal basis are analyzed, and the orthonormal basis 
is obtained by Schmidt orthogonalization method, elementary transformation method, congruence 
transformation method and Givens transformation method, respectively. In the three-dimen- 
sional Euclidean space, cross product is combined with these methods to make the calculation 
simpler. 
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1. 引言 

向量空间[1]，也称为线性空间，是线性代数中的一个基本概念，它用于描述一组具有线性结构的向

量的集合。它可以是有限维的或者无限维的，并且可以包含不同类型的向量，例如实数向量、复数向量、

矩阵等。向量空间的概念在数学和工程科学中有广泛的应用。但是在向量空间中，只考虑了向量与数的

数乘、向量与向量的加法这两种线性运算，没有从几何的角度考虑向量的长度、向量与向量的夹角等几

何方面的量。因此又引入内积的概念，使得向量空间成为欧氏空间。 
欧氏空间的理论中，标准正交基是其中的一个重点和难点。就现有的参考文献而言，求解标准正交

基的方法主要有 Schmidt 正交化法、初等变换法、合同变换法和 Givens 变换法等，为探索各方法的优缺

点，本文将对各方法进行对比分析，以此得到规律。在三维欧氏空间中，我们将向量积与上述方法结合，

运用在具体例题计算上，使得计算更为简单。 

2. 相关概念及结论 

设 是实数域，V 是上的一个向量空间， 1 2, , , nα α α 是 V 中的一组向量。若对任意的实数

1 2, , , nk k k ，总有 1 1 2 2 0n nk k kα α α+ + + = 当且仅当 1 2 0nk k k= = = = ，就称 1 2, , , nα α α 是线性无关的。

若对任一向量 Vβ ∈ ，总有一组实数 1 2, , , nl l l ，使得 1 1 2 2 n nl l lβ α α α= + ++ ，我们称 1 2, , , nα α α 是 V 的

一组生成元。如果 1 2, , , nα α α 既是线性无关的，又是生成元，称 1 2, , , nα α α 是向量空间 V 的一组基。 
V 上的一个内积是指一个映射 ( ), :V V⋅ ⋅ × →，满足非负性、线性性和对称性。赋有内积的向量空

间称为欧氏空间，也称为内积空间。对任一向量 Vα ∈ ，称 ( ): ,α α α= 为α 的范数(或模长)，它表示向

量α 的长度。如果 1α = ，称α 是单位向量。任一非零向量都可以通过除以它的范数得到一个与它成比

例的单位向量，这一过程称为标准化(或单位化)。著名的 Cauchy-Schwarz 不等式说明对任意向量 ,α β ，

总有 ( ),α β α β≤ 成立。利用这一不等式，可以抽象地定义 ,α β 的夹角：设 ( ),α β 表示 ,α β 的夹角，

则定义 ( ) ( ),
sin ,

α β
α β

α β
= 。特别地，若 ( ), 0α β = ，称 ,α β 正交(即垂直)。若一组向量 1 2, , , nα α α 两两正

交，则称它们为正交向量组。若一组基 1 2, , , nα α α 两两正交，则称它们为 V 的一组正交基。若一组正交

基 1 2, , , nα α α 中的每个向量都是单位向量，则称它们是 V 的一组标准正交基。此时 V 中任一向量α 都可

以由这组基线性表示，且很简单，即 ( )
1

,
n

i i
i

α α α α
=

=∑ ，并且范数也很简单， ( )2

1
,

n

i
i

α α α
=

=∑ 。 

对于正交基和标准正交基的存在性，有如下结论[1]：对于任意给定的有限维欧氏空间，总存在一组

正交基和一组标准正交基。事实上，通过正交化过程，我们总可以从给定的一组基重新构造出一组正交

基。通过将正交基进行标准化处理，即将每个基向量除以其模长，我们就得到一组标准正交基。 
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在构造标准正交基的过程中，一般都是先给一组向量，对这组向量进行变化，得到另一组向量彼此

正交(即垂直)，然后再单位化。所以如果原来的一组向量有一些是相互垂直的，则可以简化正交基的计算

过程。Schmidt 正交化就是利用原来的向量组重新构造一组相互垂直的向量。 
在一些特殊的空间中，也有其他的方法构造相互垂直的向量，比如在三维空间中，两个向量的向量

积仍是一个向量，并且与原来的两个向量都垂直。因此在三维空间中计算标准正交基，我们可以把向量

积和其它求标准正交基的方法结合起来，从而得到一个更简单有效的方法。 

3. 不同方法对标准正交基的求解 

本节首先运用不同方法对同一例题进行标准正交基的求解，然后在下节对各方法进行对比分析，由

此得到相关结论。 
例题：在三维空间 3

 中，已知平面 2z x y= + ，求 3
 中的一组标准正交基使该标准正交基中每个向

量与该平面或者平行或者垂直。 
解：首先在平面上任取两个不共线的向量，这里取 ( )T

1 1,1,3a = ， ( )T
2 1,0,1a = 。再令 

( )T
3 1 2 1 1 3 1,2, 1

1 0 1

i j k
a a a= × = = − ，则 1 3a a⊥ ， 2 3a a⊥ ，因此 1 2 3, ,a a a 是一组基。下面我们对 1 2 3, ,a a a 采用 

不同的方法构造满足要求的标准正交基。 

3.1. Schmidt 正交化方法 

Schmidt 正交化方法是构造正交基最常用的方法，其原理是由原来的基，利用内积的性质，构造一组

新的基，且使得新的基中的向量相互垂直。这种方法的步骤如下： 
一、向量组正交化 
令 ( )T

1 1 1,1,3b a= = ，  

( )
( ) ( )T2 1

2 2 1
1 1

, 1 7, 4, 1
, 11

a b
b a b

b b
= − = − − , 

( )
( )

( )
( ) ( )T3 1 3 2

3 3 1 2 3
1 1 2 2

, ,
1,2, 1

, ,
a b a b

b a b b a
b b b b

= − − = = − , 

则 1 2 3, ,b b b 构成一组正交基。 
二、向量组单位化 

令 ( )T1
1

1

1 1,1,3
11

b
b

ε = = ， ( )T2
2

2

1 7, 4, 1
66

b
b

ε = = − − ， ( )T3
3

3

1 1,2, 1
6

b
b

ε = = − 。 

则 1 2 3, ,ε ε ε 即为所求的一组标准正交基。 

3.2. 初等变换法 

初等变换法是利用初等列变换，对度量矩阵 TA A 和矩阵 ( )1 2 3, ,A a a a= 同时变换。这种方法的步骤如

下： 
一、构造矩阵 ( )1 2 3, ,A a a a= ，求出度量矩阵 TA A 。 

由题意知 ( )1 2 3

1 1 1
, , 1 0 2

3 1 1
A a a a

 
 = =  
 − 

，则有 T

11 4 0
4 2 0
0 0 6

A A
 
 =  
 
 

。 
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二、构造
TA A
A

 
 
 

，并对其进行初等列变换，直至 TA A 化成下三角矩阵，则矩阵 A 同时被化成 B，则

矩阵 B 的列向量组 1 2 3, ,α α α 即为正交基。若把用到的每个初等列变换所对应的初等矩阵依次记为

1, , tP P ，把这些初等矩阵的乘积记为 P，即 1 tP P P=  ，则上面的过程相当于说 TA AP 是一个下三角矩

阵，而矩阵 B AP= 的列向量组就构成一个正交基。所以由 

2 1
4

T 11

11 0 0
64 011 4 0 11

4 2 0 0 0 6
0 0 6 71 11 1 1 11
1 0 2 41 2

113 1 1
13 1
11

c cA A
A

−

 
 
              = →           −    −   
 − − 
 

, 

令 ( )1 2 3

71 1
11

41 2 , ,
11
13 1

11

B α α α

 
 
 
 = − = 
 
 − − 
 

，则向量组 1 2 3, ,α α α 即为 3
 的一组正交基。 

令 ( )1,2,3i
i

i

iα
ε

α
= = ，即有 

( )T1
1

1

1 1,1,3
11

α
ε

α
= = , ( )T2

2
2

1 7, 4, 1
66

α
ε

α
= = − − , ( )T3

3
3

1 1,2, 1
6

α
ε

α
= = − , 

则 1 2 3, ,ε ε ε 就是所求的一组标准正交基。 

3.3. 合同变换法 

该方法是利用合同变换对度量矩阵 TA A 进行变换。这种方法的步骤如下： 
一、设矩阵 ( )1 2 3, ,A a a a= ，构造度量矩阵 TA A 。 

这里度量矩阵 T

11 4 0
4 2 0
0 0 6

A A
 
 =  
 
 

。 

二、对 TA A 做合同变换，直到化为单位阵。 
即对 TA A 做成对的初等行变换和初等列变换，使得最后变为单位阵。把所用到的初等列变换所对应

的初等矩阵依次记为 1, , tP P ，这些初等矩阵的乘积记为 P，即 1 tP P P=  ，则有 T TP A AP E= ，这里 E
是单位阵。 

三、设 ( )1 2 3, , APε ε ε = ，则 1 2 3, ,ε ε ε 就是要求的标准正交基。 

在具体计算的过程中，可以将 TA A 与 A 放在一列，构成一个 6 × 3 的矩阵，然后对这个矩阵的上面

三行与整个矩阵的三列做成对的初等行、列变换，使得上面三行变为单位阵，则下面的三行就是

( )1 2 3, , APε ε ε = 。 
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下面对
TA A
A

 
 
 

做这样的变换： 

2

2 1

4
11
4

11

11 0 0 1 0 0
6 0 1 00 011 4 0 11 0 0 1

4 2 0 0 0 6 1 7 1
0 0 6 71 1 11 66 61 1 1 11 1 4 2
1 0 2 41 2 11 66 63 1 1 11

3 1 113 1 11 66 611

r r

c c

E
AP

−

−

      
                      → → =             −    −   −     
  − − − −    

, 

其中第二步依次用 1
1
11

r × ， 1
1
11

c × ， 2
11
6

r × ， 2
11
6

c × 以及 3
1
6

r × ， 3
1
6

c × 这些初等变换。 

因此 ( ) ( ) ( )T T T
1 2 3

1 1 11,1,3 , 7, 4, 1 , 1,2, 1
11 66 6

ε ε ε= = − − = − 就是所求的一组标准正交基。 

3.4. Givens 变换法 

我们首先介绍一下这个方法的原理。称形如 
1 0 0 0

0 cos sin 0

0 sin cos 0

0 0 0 1

ijR
θ θ

θ θ

 
 
 
 
 =  

− 
 
  
 

  

   

  

   

  

   

  

 

的 n 阶矩阵为初等旋转矩阵，其中 cosθ 位于 ( ),i i 与 ( ),j j 位置，sinθ 位于 ( ),i j 位置。设 ( )T
1, , nx x x=  ，

( )T
1, , ny y y=  ，若 ijy R x= ，则 cos sini i jy x xθ θ= + ， sin cosj i jy x xθ θ= − + ，其余的 t ty x= ， ,t i j≠ 。

如果令
2 2

sin j

i j

x

x x
θ =

+
，

2 2
cos i

i j

x

x x
θ =

+
，则在 ijy R x= 中 0jy = 。利用这一结果，对任一 n m× 矩阵 A，

其中n m≥ ，依次用适当的初等旋转矩阵 1, , sP P 左乘 A，最后可将 A 转化为
0
R 

 
 

，其中 R 是一个 m 阶

上三角矩阵。则 1sP P P=  的转置 TP 的前 m 列向量就构成一个标准正交基。 

这种方法的具体步骤如下： 

一、构造矩阵 ( )1 2 3

1 1 1
, , 1 0 2

3 1 1
A a a a

 
 = =
 

− 

。 

二、对矩阵 ( )A E 左乘一系列初等旋转矩阵 1, , sP P ，将 A 转化成
0
R 

 
 

形式，其中 R 是上三角矩阵，

同时单位阵 E 就转化成一个正交矩阵 P，且 1sP P P=  。或者单独对 A 左乘一系列初等旋转矩阵 1, , sP P ，

将 A 转化成
0
R 

 
 

形式，然后令 1sP P P=  。下面对 A 进行这种转化。 
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为了将 A 中 ( )2,1 位置的 1 变为 0，我们取第一列 1

1
1
3

a
 
 =  
 
 

的第 1 个和第 2 个分量 1 和 1 构造

2 2

1 2sin
21 1

θ = =
+

，
2 2

1 2cos
21 1

θ = =
+

，从而第一个初等旋转矩阵 12

2 2 0
2 2

2 2 0
2 2

0 0 1

T

 
 
 
 =
− 
 
 
 

，直接计算

得到 12

2 3 22
2 2

2 20
2 2

3 1 1

T A

 
 
 
 =

− 
 
 − 

。为了将 12T A 中 ( )3,1 位置的 3 变为 0，我们取 12T A 中第一列

2
0
3

 
 
 
 
 

的第 1

个和第 3 个分量 2 和 3 构造
2 2

3 3sin
112 3

θ = =
+

，
2 2

2 2cos
112 3

θ = =
+

，从而第二个初等旋转矩

阵 13

2 30
11 11
0 1 0

3 20
1111

T

 
 
 
 =
 
 
− 
 

，直接计算得到 13 12

411 0
11

2 20
2 2
1 110

222

T T A

 
 
 
 

= − 
 
 

− −  
 

。为了将 13 12T T A 中 ( )3,2 位置的

1
22

− 变为 0，我们取 13 12T T A中第二列中的第 2 个和第 3 个分量
2

2
− ，

1
22

− 构造 

2 2

1
122sin

2 32 1
2 22

θ
−

= = −
   − + −       

，
2 2

2
112cos

2 32 1
2 22

θ
−

= = −
   − + −       

，从而第三个初等旋转矩阵

23

1 0 0

11 10
2 3 2 3
1 110

2 3 2 3

T

 
 
 − − =
 
 

− 
 

，直接计算得到 23 13 12

411 0
11
60 0

11
0 0 6

T T T A

 
 
 
 =
 
 
 
 

。最后计算 23 13 12P T T T= ，则有

1 1 3
11 11 11
7 4 1
66 66 66
1 2 1
6 6 6

P

 
 
 
 

= − − 
 
 

− 
 

。 

三、标准正交基就是由正交矩阵 P 的转置矩阵 TP 的前 3 个列向量组成。 

即 ( ) ( ) ( )T T T
1 2 3

1 1 11,1,3 , 7, 4, 1 , 1,2, 1
11 66 6

ε ε ε= = − − = − 是所求的一组标准正交基。 
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4. 结论 

从上述计算过程中，本文得出以下结论：Schmidt 正交化法较为直观，易于掌握，在一般课本里都有

介绍。初等变换法应用了矩阵的初等列变换，也比较容易理解与掌握，计算量也较小，参见[2] [3]。通过 

把
TA A
A

 
 
 

转置可知，初等变换法也可以对 ( )T T,A A A 做初等行变换把 TA A 化为上三角矩阵来实现。而合 

同变换法应用了矩阵的合同变换，其优点在于能清楚揭示标准正交基与原基之间的关系，即

( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , Pε ε ε α α α= ，该方法在[2]-[7]都有介绍。最后，Givens 法相较于前三种方法，其算法稍微复

杂，需构造一系列初等旋转矩阵，在[2] [3] [8]均有简单介绍，但初等旋转矩阵如何构造都没有介绍，本

文对此介绍更为详细。 
本文在计算 3

 中的一组标准正交基时，先找了两个不共线的向量 1 2,a a ，然后用他们的向量积

3 1 2a a a= × 作为第三个向量，从而得到 3
 中的一组基 1 2 3, ,a a a ，再由这组基分别用不同方法得到一组标

准正交基。由于 1 3a a⊥ ， 2 3a a⊥ ，因此在计算过程中减少了很多计算量。事实上，在计算中，本质上我

们只需要对 1 2,a a 进行正交化即可。如果是任意找一个与 1 2,a a 不共面的向量 3a ，由基 1 2 3, ,a a a 通过上述各

种方法去构造一组正交基，这时本质上是对三个向量做正交化，计算量显然比我们用向量积取 3a 作为第

三个向量的方法要多。因此在三维欧氏空间中将向量积与其它方法结合去计算标准正交基可以简化计算

过程，比直接用这些方法去计算更简单。 
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