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摘  要 

结合广义逆矩阵的定义和性质，利用矩阵的元素表示其广义逆及左逆和右逆。计算一些具体矩阵的广义

逆及左逆和右逆，并比较了这些广义逆的区别。 
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Abstract 
Combined with the definition and properties of the generalized inverse of matrix, the generalized 
inverses, left inverses and right inverses of a matrix are represented by the elements of the ma-
trix. The generalized inverses, left inverses and right inverses of some special matrices are calcu-
lated, and the differences of these generalized inverses are compared. 
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1. 引言 

矩阵是自然科学、工程技术乃至社会科学中许多领域的一个不可缺少的工具，如可以用矩阵解线性

方程组[1] [2]。在高等代数中，我们学习了可逆方阵的逆矩阵的概念，但是当矩阵不是可逆的方阵时，就

需要对逆矩阵的概念进行推广，这就是广义逆矩阵。E. H. Moore 于 1920 年首先提出了矩阵的广义逆的

概念，对任意矩阵，利用投影矩阵定义了矩阵的唯一的广义逆。但在此之后，广义逆并没有引起重视，

直到二十世纪 50 年代，人们开始注意到广义逆与线性方程组解的关系以及一些广义逆的最小二乘性质，

才进一步推动了广义逆的研究[1] [3]。特别是 R. Penrose 于 1955 年给出的四个矩阵方程，证明了给定矩

阵的 Moore 逆，就是满足这四个方程的唯一矩阵。从此，矩阵广义逆的理论、应用和计算方法的研究开

始迅速发展[4] [5] [6] [7] [8]。因此矩阵的广义逆也称为 Moore-Penrose 逆(简称 M-P 逆)。 
现在人们普遍使用 R. Penrose 给出的四个方程来定义广义逆矩阵，并且利用这四个方程的一部分定

义了各种类型的广义逆矩阵。满足部分 Penrose 方程的广义逆矩阵一共有 15 类，即利用 Penrose 方程组

可以给出 15 类广义逆矩阵的定义。国内外对广义逆矩阵的研究不断的深入，而广义逆的具体计算始终是

广义逆矩阵理论的一个重要方面，目前主要有满秩分解法、奇异值分解法、Greville 递推法、迭代法、谱

分解等等。 
矩阵是由一些元素按行列排成的数阵，自然地，其广义逆也完全由这些元素所确定。如何用矩阵的

元素表示其广义逆是一个值得探讨的问题。完全用矩阵的元素描述其广义逆是比较复杂的。对可逆的方

阵，可以用它的伴随矩阵构造它的逆矩阵。但是对一般的矩阵，这方面依然没有什么结果。本文将在第

3 节中给出矩阵的广义逆用矩阵元素如何刻画，并对一些特殊的矩阵如零矩阵、行(列)矩阵，通过矩阵的

元素给出其广义逆。另外矩阵的广义逆定义中的四个方程虽然各不相同，但也不是彼此完全独立的，对

于一些特殊的矩阵，这些方程可能是同解的。本文也将在第 3 节与第 4 节中研究这四个方程对应的解，

从而寻找这些方程之间的联系。我们也介绍了矩阵的左逆和右逆的定义，计算了一些矩阵的左逆、右逆，

并比较广义逆和这些逆的异同，从而对矩阵的广义逆有个直观的了解，为进一步研究同一个矩阵的不同

类型的广义逆之间的联系提供帮助。 
记、分别表示复数域和实数域，本文均是在复数域上进行讨论。记 n m×

 表示上全体 n m×
矩阵。除非特别指出，我们对零矩阵一般也用 0 来表示。 

2. 定义 

对复数域上的矩阵，E. H. Moore 和 R. Penrose 分别给出了它的广义逆矩阵的定义。这里我们使用

R. Penrose 的定义。  
定义 1 设 A 为m n× 复矩阵，B 为 n m× 复矩阵。若满足以下 
(1) ABA A= ， 
(2) BAB B= ， 
(3) ( )AB AB∗ = ， 

(4) ( )BA BA∗ = 。 

四个条件中的一个或几个，则称 B 为 A 的广义逆矩阵，其中*表示矩阵的共轭转置。这四个矩阵方
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程称为 Moore-Penrose 方程(简称为 M-P 方程)。 
设{ } { }1, , 1,2,3,4si i ⊆ ，对m n× 矩阵 A，我们将 A 的满足 M-P 方程 ( ) ( )1 , , si i 的广义逆矩阵 B 称为

A 的{ }1, , si i 逆，记作 ( )1, , si iB A= 

或 { }1, , sB A i i∈  ，这里 { }1, , sA i i 表示 A 的全体{ }1, , si i 逆的集合。 

显然，不同类别的广义逆共有 15种，其中常用的有如下几类：满足M-P方程(1)的A的广义逆矩阵 ( )1A ，

简记为 A−，称为 A 的减号逆；满足 M-P 方程(1)和(2)的 A 的广义逆矩阵 ( )1,2A ，简记为 rA−，称为反射逆；

满足 M-P 方程(1)和(3)的 A 的广义逆矩阵 ( )1,3A ，简记为 lA−，称为最小二乘广义逆；满足 M-P 方程(1)和(4)
的 A 的广义逆矩阵 ( )1,4A ，简记为 mA− ，称为极小范数广义逆；四个 M-P 方程都满足的 A 的广义逆矩阵记

作 ( )1,2,3,4A ，简记为 A+，称为 A 的加号逆或 Moore-Penrose 逆或极小最小二乘逆。 
这些广义逆在解各种矩阵方程和矩阵不等式，以及其它地方都有很多用处。 
比如加号逆的一个重要的应用是：不可解的线性方程组 Ax b= 的极小最小二乘解为 x A b+= 。 
对一般的m n× 矩阵，也可以定义它的左逆和右逆。 
定义 2 设 A 为m n× 复矩阵，B 为 n m× 复矩阵，I 为单位矩阵。若 AB I= ，则称 A 是右可逆的，B

是 A 的一个右逆，记作 1
RB A−= ，同时称 B 是左可逆的，A 是 B 的一个左逆，记作 1

LA B−= 。 
显然，对一般的 m n× 矩阵 A，其左逆和右逆不一定存在。事实上：A 的左逆存在当且仅当 A 的秩等

于 n；A 的右逆存在当且仅当 A 的秩等于 m。既使 A 的左逆或右逆存在，也可能不唯一。当 A 是方阵且

可逆时，A 的左逆和右逆存在且就是 A 的逆 1A− 。 

3. 计算 

对于简单的一般矩阵，可以直接计算广义逆。当 A 是方阵且可逆时，A 的逆 1A− 也是 A 的任一种广

义逆。 
但一般矩阵的广义逆的计算比较复杂。每个复矩阵 A 都有唯一的加号逆 A+，但是其它类型的广义逆

不一定唯一。计算给定矩阵的广义逆，有各种各样的方法。如奇异值分解法：若 A 的奇异值分解为 

*O
A U V

O O
Σ 

=  
 

，则
1

*OA V U
O O

−
+  Σ
=  

 
，其中 O 表示零矩阵。再比如满秩分解法：若 A 的满秩分解为

A GH= ，则 ( ) ( )1 1* * * *A H HH G G G
− −+ = 。本文直接从矩阵的元素出发计算广义逆，并且给出一些例子。 

显然对任意的{ } { }1, , 1,2,3,4si i ⊆ ，有 { } { } { }1 1, , s sA i i A i A i=  。所以为了计算每种广义逆，只

要计算出每个 { }A i 即可。 

定理 1 设 ( )ij m n
A a

×
= ， ( )ij n m

B b
×

= ，则 

(a) ABA A= 当且仅当
1 1

n m

is st tj ij
s t

a b a a
= =

=∑∑ ，1 i m≤ ≤ ，1 j n≤ ≤ ； 

(b) BAB B= 当且仅当
1 1

m n

is st tj ij
s t

b a b b
= =

=∑∑ ，1 i n≤ ≤ ，1 j m≤ ≤ ； 

(c) ( )*AB AB= 当且仅当
1 1

n n

js si is sj
s s

a b a b
= =

=∑ ∑ ，1 ,i j m≤ ≤ ； 

(d) ( )*BA BA= 当且仅当
1 1

m m

jt ti it tj
t t

b a b a
= =

=∑ ∑ ，1 ,i j n≤ ≤ 。 

证明：因为 ( )( )( ) ( )
1 1 1

n n m

is st tj is st tj is st tj
s s t

ABA a b a a b a a b a
= = =

   = = =   
   
∑ ∑∑ ，所以(a)得证。其余结论可以类似 

直接验证。 
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利用定理 1，我们可以验证 
命题 1 如果m n× 矩阵 0A = ，则 { } { } { }1 3 4 n mA A A ×= = = ； { } { }2 0A = ，即只有 n m× 零矩阵。 

定理 2 设 ( )1, , nA a a=  ，
1

n

b
B

b

 
 =  
 
 

 ，则 

(a) ABA A= 当且仅当 1 1 1n na b a b+ + = 或 0A = ； 
(b) BAB B= 当且仅当 1 1 1n na b a b+ + = 或 0B = ； 

(c) ( )*AB AB= 当且仅当 1 1 n na b a b+ + 为实数； 

(d) ( )*BA BA= 当且仅当 *B Aλ= ，其中 λ∈或 0A = 。 

证明：因为 1 1 n nAB a b a b= + + ，所以(a)，(b)，(c)得证。对于(d)，若 ( )*BA BA= ，因为 ( ) ( )*
j iBA b a= ，

( )i jBA b a= ，所以对任意的1 ,i j n≤ ≤ ，有 j i i jb a b a= 。若 0A ≠ ，则至少存在某个
0

0ia ≠ 。因此 0

9

i
i i

i

b
b a

a
= ，

1 i n≤ ≤ 。记 0

9

i

i

b
a

λ = ，则 i ib aλ= ，从而 *B Aλ= 。将 i ib aλ= 代入 j i i jb a b a= ，有 j i i ja a a aλ λ= ，从而λ∈。

反之，若 *B Aλ= ，其中 λ∈或 0A = ，显然有 ( )*BA BA= 。 

由定理 2，我们立刻可以得到下面的命题 2 和 3。 
命题 2 设 ( )1, , 0nA a a= ≠ ，则 

(a) { }
1

1
1 11 1n

n n

n

b
A a b a b

b

×

  
  = ∈ + + =  
  
  

   ； 

(b) { }
1

1
1 1 12 1 0n

n n n

n

b
A a b a b b b

b

×

  
  = ∈ + + = = = =  
  
  

   或 ； 

(c) { }
1

1
1 13 n

n n

n

b
A a b a b

b

×

  
  = ∈ + +  
  
  

   为实数 ； 

(d) { } { }*4A Aλ λ= 为实数 。 

所以，此时 *
2

1A A
A

+ = ，其中
2

1 1 n nA a a a a= + + 。 

命题 3 设
1

0

n

a
A

a

 
 = ≠ 
 
 

 ，则 

(a) { } ( ){ }1
1 1 11 1n

n n nA b b a b a b×= ∈ + + =   ； 

(b) { } ( ){ }1
1 1 1 12 1 0n

n n n nA b b a b a b b b×= ∈ + + = = = =   或 ； 

(c) { } { }*3A Aλ λ= 为实数 ；  

(d) { } ( ){ }1
1 1 14 n

n n nA b b a b a b×= ∈ + +   为实数 。 
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同样此时 *
2

1A A
A

+ = ，其中
2

1 1 n nA a a a a= + + 。 

下面我们再计算一下这两种矩阵的左逆和右逆。 

定理 3 设 ( )1, , 0nA a a= ≠ ，
1

0

n

b
B

b

 
 = ≠ 
 
 

 ， 2n ≥ ，则 A 只有右逆而没有左逆，B 只有左逆而没有右

逆，并且 1
RB A−= 当且仅当 1

LA B−= 当且仅当 1 1 1n na b a b+ + = 。 

证明：由于 2n ≥ ，所以 BA不会等于单位阵。由左逆和右逆的定义即证。 

命题 4 (a) 设 ( )1, , 0nA a a= ≠ ，则
1

1 1
1 1 1n

R n n

n

b
A a b a b

b

− ×

  
  = ∈ + + =  
  
  

   ； 

(b) 设
1

0

n

a
A

a

 
 = ≠ 
 
 

 ，则 ( ){ }1 1
1 1 1 1n

L n n nA b b a b a b− ×= ∈ + + =   。 

结合命题 1~4，我们有如下的总结： 
对行矩阵 ( )1, , 0nA a a= ≠ ，它的{ }1 逆和{ }2 逆和右逆基本重合，且是其{ }3 逆的一部分；对列矩阵

1

0

n

a
A

a

 
 = ≠ 
 
 

 ，它的{ }1 逆和{ }2 逆和左逆基本重合，且是它的{ }4 逆的一部分。 

4. 例子 

下面我们给出一个具体广义逆的例子。 
例 1 设 ( )1 2A = ，求 A 的各种广义逆。 

解：设
a

B
b
 

=  
 

。则由 M-P 方程(1)， ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2
a
b
 

= 
 

，知 2 1a b+ = ； 

由 M-P 方程(2)， ( )1 2
a a a
b b b
     

=     
     

，知 2 1a b+ = 或者 0a b= = ； 

由 M-P 方程(3)， ( ) ( )
*

1 2 1 2
a a
b b

    
=    

    
，知 2 2a b a b+ = + ，即 2a b+ 为实数； 

由 M-P 方程(4)， ( ) ( )
*

1 2 1 2
a a
b b

    
=    

    
，知

2
22 2

a b a a
b ba b

   
=       

，即 ,a b均为实数，且 2a b= 。 

所以 A 的各种广义逆是不同的，由哪些 M-P 方程确定的 A 的广义逆也是由这些 M-P 方程对应的 ,a b
的解所确定的。比如： 

{ }1 1
2

a
A a

 
 = −  
 

，a 为任意复数。 

1 5
2 5

A+  
=  
 

，而 { }4
2
a

A
a

 
=  
 

，a 为任意实数。 

下面我们给出一个左逆和右逆的例子。 
例 2 设 ( )1 2A = ，求 A 的左逆和右逆。 
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解：设
a

B
b
 

=  
 

。则由 ( )1 2 1
a
b
 

= 
 

，知 2 1a b+ = ，即对于任意的复数 a，矩阵 1
2

a
a

 
 −  
 

均是 ( )1 2A =

的右逆，且 A 的每个右逆也都是这种形式。由于 ( )1 2A = 的秩等于 1，小于列数 2，所以 ( )1 2A = 没 

有左逆。 
由例 1 和例 2 可知，矩阵的广义逆和左逆、右逆是不同的。 
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