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摘  要 

积分上限函数是高等数学课程中非常重要的一类函数，由此可以证明微积分基本定理。积分上限函数在

各类数学竞赛和考研试题中扮演着重要角色，是常考常新的重要知识点。由于积分上限函数的定义方式

不同于普通函数，学生不太容易掌握，是课程学习的一个难点。本文在高等数学教材的基础上，总结归

纳了积分上限函数推广的求导公式，并且进一步讨论了周期性和奇偶性。接着本文探讨了积分上限函数

的应用，包括证明柯西–施瓦茨不等式，中值问题，以及与微分方程相结合的问题等。 
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Abstract 
The upper limit function of integration is a very important type of function in advanced mathe-
matics, which can prove the basic theorem of calculus. The upper limit function of integration 
plays an important role in various mathematics competitions and postgraduate entrance exams, 
and it is often tested and updated. Due to the different definition of integral upper limit functions 
from common functions, it is not easy for students to master, which is a difficult point in course 
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learning. On the basis of advanced mathematics, this article summarizes the derivation formula of 
integral upper limit functions, and discusses its periodicity and odevity. Next, this article explores 
the applications of integral upper limit functions, including proving the Cauchy-Schwartz inequa-
lity, mean value problems, and applications related to differential equations. 
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1. 引言 

高等数学是绝大多数理工科专业的学科基础课，其主要内容是微积分，是最为重要的公共基础课之

一。高等数学的课程内容繁多，定理和公式互相关联，考试内容多变，学习难度较大。微积分基本定理

揭示了积分学两类基本问题——不定积分与定积分两者之间的内在联系，在整个课程体系中占据着关键

和核心地位[1]。 
在高等数学的教材中，积分通常分为不定积分和定积分两部分。从微积分创立和发展的角度看，定

积分是莱布尼兹的着眼点，而不定积分则是牛顿的着眼点[2]。牛顿的巨著《自然哲学的数学原理》中，

第一篇第一章的引理 2~4 都是讨论可变上限的定积分的[3]，即我们现在所称的积分上限函数。牛顿是把

积分看成一个流动的量(即具有可变上限的定积分)着眼的。 
设函数 ( )f x 在区间 [ ],a b 上可积，则定义积分上限函数为 ( ) ( )dx

a
F x f t t= ∫ ，这里 x 为积分上限，也

是函数的变量，而 t 为积分变量。如果上限 x 在区间 [ ],a b 上任意变动，那么对于每一个取定的 x 值，定

积分有一个对应值，所以它在 [ ],a b 上确实定义了一个函数。积分上限函数的定义与普通函数不一样，其

函数值是一个定积分。 
关于该积分上限函数的可导性，有下述重要性质。 

定理 1 如果函数 ( )f x 在区间 [ ],a b 上连续，那么积分上限函数 ( ) ( )dx

a
F x f t t= ∫ 在 [ ],a b 上可导，并

且其导数为 ( ) ( )F x f x′ = 。 

该定理表明，积分上限函数 ( ) ( )dx

a
F x f t t= ∫ 是函数 ( )f x 在 [ ],a b 上的一个原函数。由此我们可以证

明微积分基本定理，它给出利用原函数计算定积分的公式。 
定理 2 (微积分基本定理)如果函数 ( )xΦ 是连续函数 ( )f x 在区间 [ ],a b 上的一个原函数，那么

( ) ( ) ( )d
b

a
f t t b a= Φ −Φ∫ 。 
这两个定理的证明可参考常用的高等数学教材[1]。微积分基本定理中的公式叫做牛顿–莱布尼兹公

式，也称为微积分基本公式。该公式为定积分的计算提供了一个普遍、有效而又简便的方法，使得定积

分的计算大为简化[4]。 
通常的高等数学教材中，主要关注积分上限函数的可导性，但较少讨论积分上限函数的周期性及奇

偶性等性质[5]。本文在此基础上，进一步总结归纳变限积分函数的求导公式，探讨积分上限函数的性质

及其应用，包括证明柯西–施瓦茨不等式，某些中值问题，与微分方程结合的题目，以及积分上限函数

在实际问题中的应用等。 

Open Access

https://doi.org/10.12677/pm.2024.144124
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


马纪英，赵春艳 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2024.144124 178 理论数学 
 

2. 积分上限函数的常用性质 

普通函数所涉及的问题，比如复合函数，求极限，中值问题，奇偶性与周期性等问题，积分上限函

数都有相应的结论[6]。我们首先讨论积分上限复合函数的求导公式。 
性质 1 如果函数 ( )f x 在区间 [ ],a b 上连续， ( )xϕ 在区间 [ ],a b 上可导，则积分上限复合函数 

( )( )
d

x

a
f t t

ϕ

∫ 可导，并且 ( )( ) ( )( ) ( )d d
d

x

a
f t t f x x

x
ϕ

ϕ ϕ′=∫ 。 

证令 ( )u xϕ= ，则 ( ) ( )du

a
F u f t t= ∫ 可导，根据定理 1 和复合函数的求导公式，可得 

( ) ( ) ( )( ) ( )d d d
d d d
F F u f u x f x x
x u x

ϕ ϕ ϕ′ ′= = = 。 

性质 2 如果函数 ( )f x 在区间 [ ],a b 上连续， ( )xψ 在区间 [ ],a b 上可导，则积分下限复合函数 

( )
( )

d
b

x
f t t

ψ∫ 可导，并且 ( )
( )

( )( ) ( )d d
d

b

x
f t t f x x

x ψ
ψ ψ ′= −∫ 。 

该性质可由性质 1 简单推导可得。将两个性质结合起来，就得到下面更一般形式的求导公式[7]。 
性质 3 如果函数 ( )f x 在区间 [ ],a b 上连续， ( ) ( ),x xϕ ψ 在区间 [ ],a b 上可导，则积分变限函数 

( )
( )

( )
d

x

x
f t t

ϕ

ψ∫ 可导，并且 ( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )d d
d

x

x
f t t f x x f x x

x
ϕ

ψ
ϕ ϕ ψ ψ′ ′= −∫ 。 

性质 4 如果函数 ( )f x 连续， ( )F x 是 ( )f x 的任一原函数，则 
1) 若 ( )F x 是周期为 T 的周期函数，则 ( )f x 是周期为 T 的周期函数； 

2) 若 ( )f x 是周期为 T 的周期函数，则 ( ) ( )
0

d d
x T T

x
f t t f t t

+
=∫ ∫ ； 

3) 若 ( )f x 是奇函数，则 ( )F x 是偶函数； 

4) 若 ( )f x 是偶函数，则 ( )
0

d
x

f t t∫ 是奇函数。 

证 1) 若 ( )F x 是周期为 T 的周期函数，则 ( ) ( )F x T F x+ = ，两边同时求导，得 ( ) ( )F x T F x′ ′+ = ，

即 ( ) ( )f x T f x+ = 。 

2) 若 ( )f x 是周期为 T 的周期函数，则 ( ) ( ) ( )dd 0
d

x T

x
f xf t t T f x

x
+

= + − =∫ ，即变限函数 ( )dx T

x
f t t

+

∫
与起点 x 无关，因此 ( ) ( )

0
d d

x T T

x
f t t f t t

+
=∫ ∫ 。 

3) 若 ( )f x 是奇函数，记 ( ) ( )
0

d
x

x f t tΦ = ∫ ，作变量代换，令 u t= − ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

d d d
x x x

x f t t f u u f u u x
−

Φ − = = − − = = Φ∫ ∫ ∫ ，即 ( ) ( )
0

d
x

x f t tΦ = ∫ 是偶函数。又 ( )F x 是 ( )f x 的

任一原函数，则 ( ) ( )F x x C= Φ + ，故 ( )F x 是偶函数。 

4) 若 ( )f x 是偶函数，记 ( ) ( )
0

d
x

x f t tΦ = ∫ ，作变量代换，令 u t= − ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

d d d
x x x

x f t t f u u f u u x
−

Φ − = = − − = − = −Φ∫ ∫ ∫ ，即 ( ) ( )
0

d
x

x f t tΦ = ∫ 是奇函数。 

下述例题展示了积分上限函数奇偶性的判断，并且综合讨论最值问题。 

例 1 设 ( ) ( ) 23
0

e d
x tF x t t t−= −∫ ，1) 证明： ( )F x 为偶函数； 

2) 求 ( )F x 在 [ ]2,2− 上的最大值、最小值。 

解 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 23 3 3
0 0 0

e d e d e d
u tx x xt u uF x t t t u u u u u u F x
=−− − − −− = − = − − + = − =∫ ∫ ∫ ， 

故 ( )F x 为偶函数。 
2) 令 ( ) ( ) 23 e 0xF x x x −′ = − = ，得驻点： 0x = ， 1x = ± 。 
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因为 ( )F x 为偶函数，故 ( ) ( ) ( ) 22 3
40

22 2 e d
e

tF F t t t−− = = − =∫ ，且 

( ) ( ) ( ) 21 3
0

11 1 e d
2e

tF F t t t−− = = − =∫ ， ( )0 0F = 。 

所以 ( )F x 在 [ ]2,2− 上的最大值为 ( ) ( ) 11 1
2e

F F− = = ，最小值 ( )0 0F = 。 

3. 柯西–施瓦茨不等式的证明 

柯西–施瓦茨不等式在高等数学中应用广泛，既有有限项相加的形式，也有积分表述的形式。积分

形式的不等式证明方法多样，其中构造积分上限函数是常用的证明方法。 
定理 3 设 ( )f x ， ( )g x 在区间 [ ],a b 上均连续，则有如下的柯西–施瓦茨不等式 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2d d d
b b b

a a a
f x g x x f x x g x x  ≤  ∫ ∫ ∫ 。 

证 将不等式中积分上限的常量变为变量，定义如下函数 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2d d d
x x x

a a a
F x f t t g t t f t g t t = −   ∫ ∫ ∫ ， 

显然 ( ) 0F a = 。并且 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

2

d d 2 d

2 d

d 0

x x x

a a a
x

a
x

a

F x f x g t t g x f t t f x g x f t g t t

f x g t f x g x f t g t g x f t t

f x g t g x f t t

′ = + −

 = − + 

= − ≥  

∫ ∫ ∫

∫

∫

 

故 ( )F x 在 x a≥ 上单增，因此 ( ) ( ) 0F x F a≥ = ，于是 ( ) ( ) 0F b F a≥ = ，即 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2d d d
b b b

a a a
f x g x x f x x g x x  ≤  ∫ ∫ ∫ ，不等式得证。 

4. 中值问题 

例 2 设 ( )g x 是区间 [ ],a b 上的连续函数， ( ) ( )dx

a
f x g t t= ∫ ，试证：在区间 ( ),a b 内， 

方程 ( ) ( ) 0
f b

g x
b a

− =
−

至少有一个实根。 

证 作函数 ( ) ( ) ( ) ( )d
x

a

f b
F x g t t x a

b a
= − −

−∫ ，则 ( )F x 在 [ ],a b 上连续，在 ( ),a b 内可 

导， ( ) ( ) 0F a F b= = ，由罗尔中值定理， ( ),a bξ∃ ∈ ，使 

( ) ( ) ( ) 0
f b

F g
b a

ξ ξ′ = − =
−

， 

即方程 ( ) ( ) 0
f b

g x
b a

− =
−

在区间 ( ),a b 内至少有一个实根。 

例 3 设 ( )f x 在 [ ]0,π 上连续，且 ( ) ( )
0 0

sin d cos d 0f x x x f x x x
π π

= =∫ ∫ ，求证：至少存在两点 ( ), 0,α β ∈ π ，

使 ( ) ( ) 0f fα β= = . 

证 设 ( ) ( )
0

sin d
x

F x f t t t= ∫ ，则 ( ) ( )0 0F F= π = ，由罗尔中值定理 ( )0,α∃ ∈ π ，使 

( ) ( )sin 0F fα α α′ = = ，因为 sin 0α ≠ ，所以 ( ) 0f α = 。 
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假设仅存在一个 ( )0,α ∈ π 使 ( ) 0f α = ，则 ( )f x 在区间 ( )0,α 与 ( ),α π 内一定异号(否则不可能有

( )
0

sin d 0f x x x
π

=∫ )，因为函数 ( )sin x α− 也在区间 ( )0,α 与 ( ),α π 内异号，从而 ( ) ( )sinf x x α− 在区间

( )0,α 与 ( ),α π 内同号，所以 

( ) ( )
0

sin d 0f x x xα
π

− ≠∫ 。 

但由已知条件可得 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

sin d cos sin d sin cos d 0f x x x f x x x f x x xα α α
π π π

− = − =∫ ∫ ∫ ， 

矛盾，所以至少存在两点 ( ), 0,α β ∈ π ，使 ( ) ( ) 0f fα β= = 。 

例 4 设函数 ( ) [ ],f x a b∈ ，且满足 ( ) ( )d e d 0
b b x
a a

f x x f x x= =∫ ∫ 。证 ( )f x 在 ( ),a b 内至少存在两个零

点。 
证 令 ( ) ( )dx

a
F x f t t= ∫ ，则 ( ) ( )F x f x′ = ，且由已知条件得， ( ) ( ) 0F a F b= = 。另一方面，由分部

积分法可知， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )e d e d e de e d 0
bb b b bx x x x x

a a a aa
f x x F x F x F x F x x = = − = − = ∫ ∫ ∫ ∫ 。 

故由积分中值定理， ( ),c a b∈ ，使得 ( )e 0cF c = 。又 e 0c > ，故 ( ) 0F c = 。由罗尔定理， ( )1 ,a cξ∃ ∈ ，

( )2 ,c bξ ∈ 使得 ( ) ( )1 2 0F Fξ ξ′ ′= = 。即证得 ( ) ( )1 20f fξ ξ= = ，结论得证。 
与积分上限函数有关的题目比较灵活，有时候需要作辅助函数，并且与微分中值定理结合去证明结论。 

5. 与周期性有关的问题 

下面两个例题为全国硕士研究生入学统一考试的题目，均与积分上限函数的周期性有关。 

例 5 (2004.II) 设 ( ) 2 sin d
x

x
f x t t

+
π

= ∫ ，1) 证明 ( )f x 是以 π为周期的周期函数；2) 求 ( )f x 的值域。 

解 1) ( )
3
2 sin d

x

x
f x t t

+

π

π

+
=π+ ∫ ，设 t u= + π，则有 

( ) ( ) ( )2 2sin d sin d
x x

x x
f x u u u u f x

+
π π

+
+ =π + =π =∫ ∫ ， 

故 ( )f x 是以 π为周期的周期函数。 
2) 因为 sin x 在 ( ),−∞ +∞ 上连续，注意到 ( )f x 是以 π为周期的周期函数，故只需在 [ ]0,π 上讨论其

值域。因为 

( ) sin sin cos sin
2

f x x x x x ′ = + − = − 
 

π
，令 ( ) 0f x′ = ，解得 1 4

x =
π
， 2

3
4

x =
π
，且 

3
4

4

sin d 2
4

f t t
π

π
  = = 
π

  ∫ ，又 

5 5
4 433

44

3 sin d sin d sin d 2 2
4

f t t t t t t
π π

π
ππ π

  = = − = − 
 
π

∫ ∫ ∫ 。而两个区间端点 

( ) 2
0

0 sin d 1f t t
π

= =∫ ， ( ) ( )
3
2 sin d 1f t t
π

π
=π − =∫ ， 

因而 ( )f x 的最小值是 2 2− ，最大值是 2 ，故 ( )f x 的值域是 2 2, 2 − 。 

例 6 (2008.I)设 ( )f x 是连续函数，(1)利用定义证明函数 ( ) ( )
0

d
x

F x f t t= ∫ 可导，且 ( ) ( )F x f x′ = ；(2)
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当 ( )f x 是以 2 为周期的周期函数时，证明函数 ( ) ( ) ( )2

0 0
2 d d

x
G x f t t x f t t= −∫ ∫ 也是以 2 为周期的周期函

数。 
证 1) 由导数的定义， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0
0 0 0

0 0

d d d
lim lim lim

lim lim

x x x x x

x
x x x

x x

f t t f t t f t tF x x F x
x x x

f x
f f x

x
ξ

ξ

+∆ +∆

∆ → ∆ → ∆ →

∆ → ∆ →

−+ ∆ −
= =

∆ ∆ ∆
∆

= = =
∆

∫ ∫ ∫
 

因此 ( )F x 可导，且 ( ) ( )F x f x′ = 。 

2) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

0 0 0 0
2 2 d d 2 d 2 d 2 d

x x x

x
G x G x f t t f t t f t t f t t f t t

+ +
+ − = − − = −∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ， 

由于 ( )f x 是以 2 为周期的周期函数，故必有 ( ) ( )2 2

0
d d

x

x
f t t f t t

+
=∫ ∫ ，因此 ( ) ( )2 0G x G x+ − = ，即

( )G x 以 2 为周期的周期函数。 

6. 与微分方程结合的问题 

例 7 设 ( )f x 在 ( )0,+∞ 内连续， ( ) 51
2

f = ，且对所有 x， ( )0,t∈ +∞ ，满足条件 

( ) ( ) ( )
1 1 1

d d d
xt x t

f u u t f u u x f u u= +∫ ∫ ∫ ，求 ( )f x 。 

解 在已知条件等式的两端对 x 求导，得 

( ) ( ) ( )
1

d
t

tf xt tf x f u u= + ∫ ， 

在上式中令 1x = ，且由 ( ) 51
2

f = ，可得 

( ) ( )
1

5 d
2

t
tf t t f u u= + ∫                                   (1) 

由于 ( ) ( )
1

5 1 d
2

t
f t f u u

t
= + ∫ 可导，于是在等式(1) 两端对 t 求导，得 

( ) ( ) ( )5
2

f t tf t f t′+ = + ， 

即 ( ) 5
2

f t
t

′ = ，积分得 ( ) 5 ln
2

f t t C= + 。由 ( ) 51
2

f = ，得
5
2

C = 。故 

( ) ( )5 ln 1
2

f x x= + 。 

例 8 在连接 ( )0,1A 和 ( )1,0B 两点的一条向上凸的曲线上任取一点 ( ),P x y ，已知曲线与弦 AP 间的面

积为 3x ，求该曲线方程。 

解：设曲线方程为 ( )y f x= ，则曲线 AP 段对应的曲边梯形面积为 ( )1 0
d

x
A f x x= ∫ ，直线 AP 与 x 轴

构成的梯形面积为
( )( )

2

11
2 2

x f xyA x
++

= ⋅ = 。所以曲线与弦 AP 之间的面积为 

( )
( )( )3

1 2 0

1
d

2
x x f x

x A A f x x
+

= − = −∫ 。 
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上式两边求导，得 

( ) ( ) ( ) 21
3

2 2
f x xf x

f x x
′+

− − = 。 

这是关于未知函数的微分方程，方便起见，记 ( )y f x= ，则上式变为 

21 3
2 2

y xyy x
′+

− − = 。 

整理得，
1 16y y x
x x

′ − = − − 。该方程为一阶线性微分方程，由求解公式得 

1 1d d

2

1e 6 e d

1 16 d

16 6 1

x x
x xy x x C

x

x x x C
x x

x x C x Cx
x

−∫ ∫  = − − +  
  

  = − − +    
 = − + + = − + + 
 

∫

∫  

又因曲线过点 ( )1,0 ，所以 5C = 。进而得到所求曲线方程为 26 5 1y x x= − + + 。 

7. 在实际问题中的应用 

积分上限函数及其导数在实际问题中也有广泛的应用。例如，微积分在经济学中有重要应用，函数

( )f x 的导函数 ( )f x′ 称为边际函数，在西方经济学中，有边际成本、边际收入、边际利润等[8]。如果已

知边际成本，则其积分上限函数即为总成本，进一步可以计算利润最大化等实际生产问题。 
此外，我们考虑物理中变速直线运动中位置函数、速度函数与加速度函数之间的联系。设有一物体

在直线上运动，在该直线上取定原点、正方向及单位长度，即成为一数轴。设时刻 t 时，物体所在的位

置为 s(t)，速度为 v(t)，加速度为 a(t)。进一步，设初始时刻为 t0，则物体在时刻 t 的速度为 

( ) ( ) ( )
0

0 d
t

t
v t v t a t t= + ∫ ，在时间间隔 [ ]0 ,t t 内经过的路程为 ( )

0
d

t

t
v t t∫ 。关于变速直线运动的问题，我们讨 

论下述列车制动问题。 
例 9 列车沿直线以 20 m/s (相当于 72 km/h)的速度行驶，当制动时列车获得加速度−0.4 m/s2。问开始

制动后多少时间列车才能停住，以及列车在这段时间里行驶了多少路程？ 
解 设列车在开始制动后 t 秒时行驶了 s 米。根据题意，制动后列车的位置函数 ( )s s t= 满足关系式 

2

2
d 0.4
d

s
t

= − .                                       (2) 

此外，未知函数 s(t)满足下列初始条件： 

0t = 时， 0s = ，
d 20
d
sv
t

= = . 

将(2)式两端从 0 到 t 积分，得 

( ) ( ) ( )
0

0 0.4 d 0.4
t

v t v t t− = − = −∫ . 

于是， 

( ) ( )0.4 0 0.4 20v t t v t= − + = − + .                             (3) 

(3)式两端从 0 到 t 积分一次，得 
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( ) ( ) ( ) ( ) 2
0 0

0 d 0 0.4 20 d 0.2 20
t t

s t s v t t t t t t= + = + − + = − +∫ ∫ . 

为了求列车从开始制动到完全停住所需的时间，在(3)式中令 v = 0，得 

( )20 50 s
0.4

t = = . 

再将 t = 50 代入函数 s(t)，得到列车在制动阶段行驶的路程 s = 500 (m)。 

8. 结语 

积分上限函数及其导数是高等数学课程中一个重要知识点和考点，其本质是为了证明任何连续函数

一定存在原函数。通常的高等数学教材中，主要给出积分上限函数的求导公式，并且由此证明微积分基

本定理，从而将微分与积分紧密结合起来。但是关于积分上限函数的周期性和奇偶性以及一般形式的变

限积分函数的求导公式，在多数高等数学教材中都没有详细讨论。 
本文总结了变限积分函数的求导公式，这些公式由易到难，有助于学生在解题时灵活运用。此外，

如果被积函数中也含有参变量 x，则可以通过变量代换把参量 x 换到积分上下限的位置，然后再用求导公

式。接着本文讨论了积分上限函数的周期性和奇偶性，通过丰富的例题展示了这些性质的应用。最后本

文探讨了积分上限函数在实际教学与考研题目中的常见应用，包括证明柯西–施瓦茨不等式，中值问题，

周期性问题，与微分方程结合的问题，以及在实际问题中的应用等。 
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