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摘  要 

我们探讨了带跳的随机比例微分方程的补偿分步θ方法。首先，证明了该数值方法收敛，并且收敛阶为
1
2
，

其次证明了解析解的均方稳定性，并且证明了补偿分步θ方法能保持解析解的均方稳定性，最后给出数

值算例验证理论结果的正确性。 
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Abstract 
A semi-implicit compensated split-step θ method for stochastic pantograph differential equations 
with Poisson jumps is investigated in the paper. Firstly, the convergence of the numerical method 
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is discussed, and it is proved that the convergence order is 1/2. Secondly, the mean-square stabil-
ity of the analytical solution is proved, and it is found that the compensated split-step θ methods 
can maintain the mean square stability of the analytical solution under some conditions. Finally, 
two numerical examples are given to verify the correctness of the theoretical results. 
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1. 前言 

随机比例微分方程(stochastic pantograph differential equations，简称 SPDEs)是一类特殊的随机无界延

迟微分方程，1971 年，Ockendon 和 Tayler [1]发现了电力机车的受电弓是如何收集电流的，因此提出了

随机比例微分方程。随机比例微分方程的一般形式如下 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )d , d , dx t f x t x qt t g x t x qt W t= +  (1-1) 

在许多领域，比如金融、控制和工程中都有广泛的应用。然而，一般来说，SPDEs 没有显式解，因

此对 SPDEs数值解的研究就非常重要。在实践中，还广泛讨论了带泊松跳跃的随机微分方程和数值方法，

带泊松跳的随机系统如今广泛应用于随机金融学、电子工程、生物学等领域，能够描述状态的意外、突

然变化。将带跳的 Poisson 扰动项纳入随机比例延迟系统来建模突变，泊松跳跃在随机金融和模型种群动

力学领域受到越来越多的关注。带跳的 SPDE 可视为随机比例微分方程的扩展。 
2007 年，Mao [2]开始了对带跳的随机比例微分方程的研究，给出此方程的解存在且唯一的证明，在

此基础上给出了 Euler 方法的数值解，证明了数值解在 2L 意义下收敛于精确解。2011 年，Mao 等人[3]
研究了局部 Lipschitz 条件下带跳的随机比例微分方程半隐式 Euler 方法的数值解均方收敛于方程的精确

解。2013 年，Mao 等人[4]研究了一类具有 Markovian 切换和 Levy 跳跃的随机比例微分方程，证明了在

局部 Lipschitz 条件下 Euler 方法得到的数值解均方收敛且依概率收敛于方程的精确解。同年，Hu 等人[5]
建立了关于带泊松跳随机比例微分方程的平衡隐式方法，研究了该方法的均方收敛性和均方稳定性。证

明了该方法强收敛阶为 1/2，同时还证明了，对于线性标量方程，当步长充分小时，强平衡隐式方法和弱

平衡隐式方法都是均方稳定的。2014 年，Yang 等人[6]研究了具有随机幅度的泊松驱动跳跃的随机比例

微分方程，给出了数值方法收敛的强阶，并得到了数值方法的收敛性。但是，对于非线性的带泊松跳随

机比例微分方程解析解的均方稳定性研究仍是一个空白，因此这成了本文研究的部分内容。 
论文组织如下：在第 2 节中，我们将介绍带跳的 SPDE，并定义补偿分步 θ方法(2-7)，证明了补偿分

步 θ方法的均方收敛性；在第 3 节中，找到了方程解析解均方稳定的条件，证明了补偿分步 θ方法的均

方稳定性。 

2. 补偿分步 θ方法的收敛性 

考虑 n 维带跳的随机比例微分方程 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) 0

d , d , d , d , 0 ,

0

x t f x t x qt t g x t x qt W t h x t x qt N t t T

x x

 = + + ≤ ≤


=
 (2-1) 

其中， ( )0,1q∈ 是比例系数， 0 T< < ∞ ， , , : n n nf g h R R R× → 都是 Borel 可测函数。 ( )x t 是一个 n 维状

态过程， ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2, , , mW t W t W t W t=  是各分量相互独立的 m 维标准维纳过程， ( )N t 是参变量为

( )0λ λ > 的标量泊松过程，初始条件 0x 是一个有界的 0 可测的随机向量，也即
2

0E x < ∞成立。 
方程(2-1)等价于 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
0 0 0

0 , d , d , d , 0,
t t t

x t x f x s x qs s g x s x qs W s h x s x qs N s t= + + + >∫ ∫ ∫  (2-2) 

为保证方程(2-1)解的存在唯一性，假设系数 f，g，h 满足如下条件： 
(1) (全局 Lipschitz 条件)存在正常数 K，使得对所有的 1 2 1 2, , , nx x y y R∈ ，有 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2, , , , , .u x y u x y K x x y y u f g h− ≤ − + − =  

(2) (线性增长条件)存在正常数 L，使得对所有的 , nx y R∈ ，有 

( ) ( )2 2 2, 1 , , , .u x y L x y u f g h≤ + + =  

由条件(1)可得，若 ( )0,0 0u = ，则对条件(1)的正常数 K，满足对任意 , nx y R∈ ，有 

 ( ) ( )2 2 2, , , , .u x y K x y u f g h≤ + =  (2-3) 

为了方便，本文假设 ( )0,0 0u = ， , ,u f g h= ，易知方程(2-1)有解 ( ) 0x t ≡ 。 
利用补偿泊松过程 ( ) ( ):N t N t tλ= − 是鞅，并且满足 

( ) ( ) ( ) ( )
2

0, , , 0.E N t s N t E N t s N t s t sλ   + − = + − = ≥   
     

于是方程(2-1)可写成如下等价的方程 

 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) [ ]
( ) 0

d , d , d , d , 0,

0 ,

x t f x t x qt t g x t x qt W t h x t x qt N t t T

x x
λ = + + ∈


=



 (2-4) 

其中 ( ),f x yλ 定义如下： 

( ) ( ) ( ), : , , .f x y f x y h x yλ λ= +  

方程(2-4)等价于如下积分形式： 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
0 0 0

0 , d , d , d , 0,
t t t

x t x f x s x qs s g x s x qs W s h x s x qs N s tλ= + + + >∫ ∫ ∫   (2-5) 

易知 ( ),f x yλ 仍满足全局 Lipschitz 条件和线性增长条件，只需将相应的 Lipschitz 常数和线性增长系

数改为更大的常数： 

 ( ) ( )2 22 1 , 2 1 .K K L Lλ λλ λ= + = +  (2-6) 

定理 2.1 若条件(1)和(2)成立，则方程(2-4)存在唯一解 ( )x t ，且 

( ) 2

0
sup .

t T
E x t

≤ ≤

  < ∞ 
 

 

证明 解的存在唯一性参考文献[2]，下证 ( ) 2

0
sup

t T
E x t

≤ ≤

  < ∞ 
 

。 
由基本不等式

2 2 2 2 24 4 4 4a b c d a b c d+ + + ≤ + + + 及方程(2-5)可得 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2 22 2

0 0 0 0
4 4 , d 4 , d 4 , d

t t t
x t x f x s x qs s g x s x qs W s h x s x qs N sλ≤ + + +∫ ∫ ∫   

对上式两边取上界，再取期望并由 Doob 鞅不等式、鞅等距映射性质及条件(2)可得 

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

2

0

2 22
0 0 00 0

2

00

2 22
0 0 0

2

0

sup

4 4 sup , d 4 sup , d

4 sup , d

4 4 , d 16 , d

16 , d

s s

s t

s t s t

s

t

t

s

t

t

E x s

E x E f x v x qv v E g x v x qv W v

E h x v x qv N v

E x TE f x s x qs s E g x s x qs W s

E h x s x qs N s

λ

λ

≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

 
 
 

   ≤ + +   
   

 +  
 

≤ + +

+

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫





 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

2 22
0 0 0

2

0

2 22
0 0

22
0 0 0

4 4 , d 16 , d

16 , d

4 4 4 4 1 d

4 4 4 4 8 4 4 sup d .
s t

t t

t

t

t

E x TE f x s x qs s E g x s x qs s

E h x s x qs s

E x L T E x s E x qs s

E x L T T L T E x s s

λ

λ

λ λ

λ

λ

λ λ
≤ ≤

≤ + +

+

≤ + + + + +

 ≤ + + + + + +  
 

∫ ∫

∫

∫

∫

 

由 Gronwall 不等式可得 

( ) ( )( ) ( )( )2 2
0

0
sup 4 4 4 4 exp 8 4 4 .

s t
E x s E x L T T L T Tλ λλ λ

≤ ≤

  ≤ + + + + + 
 

 

故 

( ) ( )( ) ( )( )2 2
0

0
sup 4 4 4 4 exp 8 4 4 .

s t
E x s E x L T T L T Tλ λλ λ

≤ ≤

  ≤ + + + + + < ∞ 
 

 □ 

分步 θ方法[7] (Split-step θ method，简称 SS θ method)应用于方程(2-4)得到如下的补偿分步 θ方法

(Compensated split-step θ method，简称 CSS θ method) 

 
[ ]( )
[ ]( ) [ ]( ) [ ]( )1

, ,

, , , .

n n n qn

n n n n n n nqn qn qn

y y tf y y

y y tf y y g y y W h y y N

λ

λ

θ∗ ∗

∗ ∗ ∗
+

= + ∆

= + ∆ + ∆ + ∆ 
 (2-7) 

其中初值 ( )0 0y x= ，步长
Tt
M

∆ = ，M 为正整数，参数 [ ]0,1θ ∈ ， nt n t= ∆ ， ny 是 ( )nx t 的近似数值解，

即 ( )n ny x t≈ ， [ ] ( )nqny x qt≈ 。 [ ]a 是指 a 的整数部分， ( ) ( )1n n nW W t W t+∆ = − 是维纳增量， 

( ) ( )1n n nN N t N t+∆ = −   是补偿泊松增量， 0,1, , 1n M= − 。 

注意到对每个 ( )0,1, , 1n M= − ， ,n ny W∗ ∆ 和 nN∆  相互独立，且 ny∗ 是
nt
 -可测的。当 1θ = ，补偿分步

θ方法就成了补偿分步向后欧拉法(Compensated split-step back ward Euler Method，简称 CSSBE method)；
当 0θ = ，CSS θ方法就成了显式 Euler 方法。 

由(2-7)式可得 

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( )1 , , , .n n n n n n nqn qn qny y tf y y g y y W h y y Nλ
∗ ∗ ∗

+ = + ∆ + ∆ + ∆   
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对任意 [ )1,n nt t t+∈ ， 0,1, , 1n M= − ，定义 

 ( ) ( ) [ ]( ) [ ]( ) ( ) ( )( ) [ ]( ) ( ) ( )( )1 1, , , .n n n n n n n n nqn qn qny t y t t f y y g y y W t W t h y y N t N tλ
∗ ∗ ∗

+ += + − + − + −   (2-8) 

易知 ( )n ny t y= ，定义分段函数 

( ) [ ) ( )11 ,
0

,
n nn t t

n
Z t y t

+

∞
∗

=

= ∑   

( ) [ ] [ ) ( )12 ,
0

.
n nqn t t

n
Z t y t

+

∞

=

= ∑   

其中 ( )
1,
0,F

t F
t

t F
∈

=  ∉
 ，又 ( ) 00y y= ，于是(2-8)式可以表示为 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 1 2 1 20 0 0
0 , d , d , d .

t t t
y t y f Z s Z s s g Z s Z s W s h Z s Z s N sλ= + + +∫ ∫ ∫   (2-9) 

引理 2.2 设条件(2)成立，0 1θ≤ ≤ ，
10 min 1,

4
t

Lλθ
 

< ∆ <  
 

，那么存在正常数 ( )4 1A Lλ= + ， 4B Lλ= ，

使得
2 2

0
maxn kk n

E y A E y B∗

≤ ≤
≤ + ，其中 ny 与 ny∗ 由(2-7)式确定。 

证明 由(2-7)式，基本不等式 2 22ab a b≤ + ，条件(2)及(2-6)式可得， 

[ ]( )
[ ]( ) [ ]( )

( ) [ ]( ) [ ]( )

[ ]( )
( ) [ ]

22

22

2 22 222

22 2

222

,

, 2 ,

, ,

2 ,

1 2 1 .

n n n qn

n n n nqn qn

n n n nqn qn

n n nqn

n n qn

y y tf y y

y tf y y tf y y y

y t f y y t f y y y

y t f y y t y

t y tL y y

λ

λ λ

λ λ

λ

λ

θ

θ θ

θ θ

θ θ

θ θ

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗

∗

∗

= + ∆

= + ∆ + ∆

 ≤ + ∆ + ∆ + 
 

≤ + ∆ + ∆

 ≤ + ∆ + ∆ + + 
 

 

上式两边取期望，得 

( ) [ ]

( )

22 22

22

0

1 2 1

1 2 2max 1 .

n n n qn

k nk n

E y t E y tL E y E y

t tL E y tL E y

λ

λ λ

θ θ

θ θ θ

∗ ∗

∗

≤ ≤

 ≤ + ∆ + ∆ + + 
 

 ≤ + ∆ + ∆ + ∆ +  

 

由 0 1θ≤ ≤ ， t∃∆ 充分小，使得
12
2

tLλθ∆ ≤ ，所以
1 2

1 2 tLλθ
≤

− ∆
。 

( )

( )

( )

2 2

0
2

0
2

0
2

0

2 1 2 4

2 1 1

max

max

max

ma

2 4

4 1 4

,x

n kk n

kk n

kk n

kk n

E y t tL E y tL

L E y L

L E y L

A E y B

λ λ

λ λ

λ λ

θ θ θ∗

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

∴ ≤ + ∆ + ∆ + ∆

≤ + + +

= + +

= +

 

其中 ( )4 1A Lλ= + ， 4B Lλ= 。□ 
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引理 2.3 设条件(1)和(2)成立，0 1θ≤ ≤ ，
10 min 1,

4
t

Lλθ
 

< ∆ <  
 

，那么由(2-7)式得到的离散数值解满

足 
22

1 20 0
max m x .a,k kk n k n

E y C E y C∗

≤ ≤ ≤ ≤
≤ ≤  

证明 由(2-7)式、(2-9)式及 ( )1 1n ny t y+ += 可得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1
1 1 2 1 2 1 20 0 0

0 , d , d , d ,n n nt t t
ny y f Z s Z s s g Z s Z s W s h NZ s Z s sλ

+ + +

+ = + + +∫ ∫ ∫   

其中 0,1, , 1n M= − ，对上式两边取平方再取期望并由基本不等式 
2 2 2 2 24 4 4 4a b c d a b c d+ + + ≤ + + + ，得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1 1

1

2 22 2
1 0 1 2 1 20 0

2

1 20

4 4 , d 4 , d

4 , d .

n n

n

t t
n

t

E y E y E f Z s Z s s E g Z s Z s W s

E h Z s Z s N s

λ
+ +

+

+ ≤ + +

+

∫ ∫

∫ 

 

由 Cauchy-Schwarz 不等式，条件(2)，(2-6)式，鞅等距映射性质及 Fubini 定理可得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

1 1

1

1

2

1 1
2 22

0 1 2 1 20 0
2

1 20

2 22
0 1 20

22 2
0

0 0

max

4 4 , d 4 , d

4 , d

4 4 1 1 d

4 4 1 4 1

n n

n

n

kk n

t t

t

t

n n

i i
i i

E y

E y TE f Z s Z s s E g Z s Z s s

E h Z s Z s s

E y L T E Z s E Z s s

E y L T T L T t E y E y

λ

λ

λ λ

λ

λ

λ λ

+ +

+

+

≤ ≤ +

∗

= =

∆

≤ + +

+

≤ + + + + +

 
≤ + + + + + + + 

 

∫ ∫

∫

∫

∑ ∑

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

2 2 2
0 00 0

2 2
0 00

2
1 2 00

max

max

m

4 4 1 4 1

4 4 1 8 1 4 1

,ax

1

n n

i kk ii i

n

kk ii
n

kk ii

E y L T T L T t E y A E y B

E y L T T L T T B L A T t E y

k k t E y

λ λ

λ λ λ

λ λ

λ λ λ

≤ ≤= =

≤ ≤=

≤ ≤=

 
≤ + + + + + + + + 

 

≤ + + + + + + + + +

∆

∆+

∆= +

∑ ∑

∑

∑

 

其中 ( ) ( )2
1 04 4 1 8 1k E y L T T L T T Bλ λλ λ= + + + + + + ， ( )( )2 4 1 1k L A Tλ λ= + + + ， 1 2,k k 均与∆t 无关。 

由离散的 Gronwall 不等式，我们可得 

22
1 10

max e .:k T
kk n

E y k C
≤ ≤

≤ =  

由引理 2.2，则 
2 2

0
max .n kk n

E y A E y B∗

≤ ≤
≤ +  

即 
2 2

20 0
max max : .k kk n k n

E y A E y B C∗

≤ ≤ ≤ ≤
≤ + =  □ 

为了证明主要结论，给出如下引理 2.4： 
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引理 2.4 设条件(1)和(2)成立， 0 1θ≤ ≤ ，
10 min 1,

4
t

Lλθ
 

< ∆ <  
 

， ( )y t 由(2-8)式给出，则存在与∆t

无关的正常数 3C 和 4C 使得 

( ) ( ) 2
1 3 ,E y t Z t C t− ∆≤  

( ) ( ) 2
2 4 .E y qt Z t C t≤ ∆−  

证明 由(2-7)式及(2-9)式可得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) [ ]( )
1 2 1 2

1 2

, d , d

, d , .

n n

n

t t
n t t

t
n qnt

y t y f Z s Z s s g Z s Z s W s

h Z s Z s N s tf y y

λ

λθ

∗

∗

− = +

+ − ∆

∫ ∫

∫ 

 

由不等式
2 2 2 23 3 3a b c a b c+ + ≤ + + ，条件(2)和(2-6)式可知，对 [ )1,n nt t t +∀ ∈ ， 

( ) ( )

( ) ( )( ) [ ]( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) [ ]( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2
1

2 2

1 2 1 2

2

1 2

2 222
1 2

2 2

1 2 1 2

3 , d , 3 , d

3 , d

6 , 6 ,

3 , d 3 , d

n n

n

n

n n

t t
n qnt t

t

t

t
n qnt

t t

t t

E y t Z t

E f Z s Z s s tf y y E g Z s Z s W s

E h Z s Z s N s

E f Z s Z s ds t E f y y

E g Z s Z s W s E h Z s Z s N s

λ λ

λ λ

θ

θ

∗

∗

−

≤ − ∆ +

+

≤ + ∆

+ +

∫ ∫

∫

∫

∫ ∫





 

( ) ( )( ) ( ) [ ]( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

[ ] ( ) ( )( )
( ) [ ]

1

22 22
1 2

2 2

1 2 1 2

2 2
1 2

2222

6 , d 6 ,

3 , d 3 , d

3 2 1 1 d

6 1 .

n

n n

n

n

t
n qnt

t t

t t

t

t

n qn

T f Z s Z s s t E f y y

E g Z s Z s s E h Z s Z s s

T L E Z s E Z s s

t L E y E y

λ λ

λ

λ

θ

λ

λ

θ

+

∗

∗

≤ + ∆

+ +

≤ + + + +

 + ∆ + + 
 

∫

∫ ∫

∫
 

由引理 2.3 知
2

10
max kk n

E y C
≤ ≤

≤ ，
2

20
max kk n

E y C∗

≤ ≤
≤ ， 

( ) ( )2 2
1 2 2 1, .Z s C Z s C≤ ≤∴  

再由 0 1θ≤ ≤ ，
10 min 1,

4
t

Lλθ
 

< ∆ <  
 

可得 

( ) ( )

[ ] ( ) ( ) ( )

[ ]( ) ( )
[ ]

1

2
1

22
1 2 1 2

1 2 1 2

3

3 2 1 1 d 6 Δ 1

3 2 1 1 Δ 6 1 Δ

: Δ , 0, .

n

n

t

t

E y t Z t

T L C C s t L C C

L T C C t L C C t

C t t T

λ λ

λ λ

λ θ

λ

+

−

≤ + + + + + + +

≤ + + + + + + +

= ∀ ∈

∫  

其中 [ ]( )3 1 23 2 3 1C L T C Cλ λ= + + + + 。 

同样地， 
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( ) ( ) ( ) [ ] ( ) [ ]( )

[ ] ( ) ( )( ) [ ] ( ) ( )( ) ( )

[ ] ( ) ( )( ) ( )

2

1 2 1 2

1 2

, d , d

, d

qn

qt qt

qn t qn t

qt

qn t

y qt Z t y qt y y qt y qn t

f Z s Z s s g Z s Z s W s

h Z s Z s N s

λ∆ ∆

∆

− = − = − ∆

= +

+

∫ ∫

∫ 

 

由基本不等式
2 2 2 23 3 3a b c a b c+ + ≤ + + ，条件(2)及(2-6)式可知，对 [ )1,n nt t t +∀ ∈ ， 

( ) ( )

[ ] ( ) ( )( ) [ ] ( ) ( )( ) ( )

[ ] ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )[ ] ( ) ( )( )[ ]

( ) ( )( )[ ]

2
2

2 2

1 2 1 2

2

1 2

2 2

1 2 1 2

2

1 2

3 , d 3 , d

3 , d

3 , d 3 , d

3 , d

qt qt

qn t qn t

qt

qn t

qt qt

qn t qn t

qt

qn t

E y qt Z t

E f Z s Z s s E g Z s Z s W s

E h Z s Z s N s

TE f Z s Z s s E g Z s Z s s

E h Z s Z s s

λ

λ

λ

∆ ∆

∆

∆ ∆

∆

−

≤ +

+

≤ +

+

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫

  

( ) ( ) ( )( )[ ]

( ) ( )[ ]

( )( )
[ ]

2 2
1 2

1 2

1 2

4

3 1 1 d

3 1 1 d

6 1 1 Δ

: Δ , 0, ,

qt

qn t

qt

qn t

T L E Z s E Z s s

T L C C s

L T C C t

C t t T

λ

λ

λ

λ

λ

λ

∆

∆

≤ + + + +

≤ + + + +

≤ + + + +

= ∀ ∈

∫

∫  

其中 ( )( )4 1 26 1 1C L T C Cλ λ= + + + + 。□ 
下面给出了 CSS θ方法的收敛性。 

定理 2.5 设条件(1)和(2)成立，0 1θ≤ ≤ ，
10 min 1,

4
t

Lλθ
 

< ∆ <  
 

，由(2-9)式给出的连续时间数值解 ( )y t

将均方收敛于方程(2-4)的真解 ( )x t ，即 

( ) ( ) 2
5

0
sup Δ ,

t T
E y t x t C t

≤ ≤

 − ≤  
 

其中 5C 是独立于 t∆ 的常数。 
证明 令 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 2 1 2, , ,f Z s Z s f x s x qs f Z s Z sλ λ λ= − ， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 2 1 2, , , ,g Z s Z s g x s x qs g Z s Z s= −  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 2 1 2, , , .h Z s Z s h x s x qs h Z s Z s= −  

对任意的 0 r T≤ ≤ ，由基本不等式
2 2 2 23 3 3a b c a b c+ + ≤ + + ，Cauchy-Schwarz 不等式，Doob 鞅

不等式，鞅等距映射性质，条件(1)，(2-6)式及引理 2.4 可得 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

2

0

2 2 2

1 1 10 0 00 0 0

2 2 2
1 1 10 0 0

2 2
1 20

sup

3 sup d 3 sup d 3 sup d

3 d 12 d 12 d

3 4 4 d

t T

t t t

t T t T t T

r r r

r

E x t y t

E f s E g W s E h N s

TE f s E g s E h s

T E K x s Z s x qs Z s s

λ

λ

λ

λ

λ

≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

 −  
     ≤ + +          

≤ + +

≤ + + − + −

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2
1 20

2
3 4 0 0

2
1 2 0 0

6 4 4 d

6 4 4 12 4 4 sup d

sup d .

r

r

w s

r

w s

T K E x s y s y s Z s x qs y qs y qs Z s s

T K C C T t T K E x w y w s

P t P E x w y w s

λ

λ λ

λ

λ λ
≤ ≤

≤ ≤

≤ + + − + − + − + −

 ≤ + + + ∆ + + + −  
 = ∆ + −  

∫

∫

∫

 

由 Gronwall 不等式及 [ ]0,r T∈ 的任意性可得 

( ) ( ) 2
5

0
sup Δ ,

t T
E x t y t C t

≤ ≤

 − ≤  
 

其中 2
5 1e

P TC P= ， ( ) ( )1 3 46 4 4P T K C C Tλλ= + + + ， ( )2 12 4 4P T Kλλ= + + 。□ 

3. 补偿分步 θ方法的均方稳定性 

考虑 CSS θ方法求解非线性带跳的随机比例微分方程(2-1)的均方稳定性。为了讨论稳定性，我们再

假设系数 fλ 满足如下条件[8]： 
(3) 对 [ ]0,t T∀ ∈ ， , nx y R∈ ，存在正常数 1 2,µ µ 使得 

( ) 2 2
1 22 , .xf x y x yλ µ µ≤ − +  

定理 3.1 设条件(1)、(2)和(3)成立，当下列不等式成立： 
 ( )1 2 2 2 ,Kλµ µ λ> + +  (3-1) 

则对任意步长，方程(2-1)是均方稳定的，也即 

( ) 2
lim 0.
t

E x t
→∞

=  

证明由方程(2-1)和 Itȏ公式，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

22

2 2

d 2 , , d 2 , d

, d .

x t x t f x t x qt g x t x qt t x t g x t x qt W t

x t h x t x qt x t N t

 = + +  

+ + −
 

由 ( ) ( )N t N t tλ= − ， f f hλ λ= + 我们可得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

22

2 22 2

2 2

2 2

d 2 , , d 2 , d

, d , d

2 , , , d

2 , d , d .

x t x t f x t x qt g x t x qt t x t g x t x qt W t

x t h x t x qt x t N t x t h x t x qt x t t

x t f x t x qt g x t x qt h x t x qt t

x t g x t x qt W t x t h x t x qt x t N t

λ

λ

λ

 = + +  

+ + − + + −

 = + +  

+ + + −





 

定义 ( ) ( ) 2
t E x tϕ = ，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )}

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2 2

2 2

2 2

2 2

1 2 , , , d

2 , d , d

1 2 , , , d .

t t

t

t t t t

t t

t t

t

x t t x tt t t
E

t t

E x s f x s x qs g x s x qs h x s x qs s
t

x s g x s x qs W s x s h x s x qs x s N s

E x s f x s x qs g x s x qs h x s x qs s
t

λ

λ

ϕ ϕ

λ

λ

+∆

+∆ +∆

+∆

+ ∆ −+ ∆ −
=

∆ ∆

 = + +  ∆

+ + + −

 = + +  ∆

∫

∫ ∫

∫
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由控制收敛定理可得 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

0

2 2

0

2 2

0

2 2

lim

1lim 2 , , , d

1lim 2 , , , d

2 , , , .

t

t t

tt

t t

tt

t t t
t

E x s f x s x qs g x s x qs h x s x qs s
t

E x s f x s x qs g x s x qs h x s x qs s
t

E x t f x t x qt g x t x qt h x t x qt

λ

λ

λ

ϕ ϕ

λ

λ

λ

∆ →

+∆

∆ →

+∆

∆ →

+ ∆ −
∆

 = + + ∆ 

 = + + ∆ 

 = + +  

∫

∫
 

因此 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2
2 , , , .t E x t f x t x qt g x t x qt h x t x qtλϕ λ ′ = + +  

 

由条件(3)和(2-3)式，可得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

2 2

2 2 2 2
1 2

2 2 2 2
1 2

2
1 2

0

2 , , ,

1

2

2 2 sup .
s t t

E x t f x t x qt g x t x qt h x t x qt

E x t E x qt K E x t E x qt

E x t E x qt K E x t E x qt

K E x s

λ

λ

λ

λ

µ µ λ

µ µ λ

µ µ λ
≤ ≤ +∆

 + +  

≤ − + + + +

≤ − + + + +

 ≤ − + + +      

 

因此，由 ( ) 2

0
sup

s T
E x s

≤ ≤

  < ∞ 
 

，只要 ( )1 2 2 2 0Kλµ µ λ− + + + < ，也即 ( )1 2 2 2Kλµ µ λ> + + ，即可得 

( ) 2
lim 0.
t

E x t
→∞

=  □ 

定理 3.2 设条件(1)、(2)、(3)和(3-1)式成立，总存在一个正数 0h ，使得当 ( )00,t h∆ ∈ 时，CSS θ方法(2-6)
是均方稳定的，也即 

2lim 0.nn
E y

→∞
=  

证明 由(2-7)式得 

( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )1 1 , , , .n n n n n n nqn qn qny y tf y y g y y W h y y Nλθ∗ ∗ ∗ ∗
+ = + − ∆ + ∆ + ∆   

上式两边平方，得 

 

( ) ( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )
( ) [ ]( ) [ ]( )( ) [ ]( )( )
( ) [ ]( ) [ ]( )( ) ( ) [ ]( ) [ ]( )( )

[ ]( )( ) [ ]( )( )

2 2 222 2 2
1 1 , , ,

2 1 , 2 , 2 ,

2 1 , , 2 1 , ,

2 , , .

n n n n n n nqn qn qn

n n n n n n n nqn qn qn

n n n n n nqn qn qn qn

n n n nqn qn

y y t f y y g y y W h y y N

ty f y y y g y y W y h y y N

tf y y g y y W tf y y h y y N

g y y W h y y N

λ

λ

λ λ

θ

θ

θ θ

∗ ∗ ∗ ∗
+

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗

= + − ∆ + ∆ + ∆

+ − ∆ + ∆ + ∆

+ − ∆ ∆ + − ∆ ∆

+ ∆ ∆









 (3-2) 

https://doi.org/10.12677/pm.2024.144147


张思晴 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2024.144147 394 理论数学 
 

由 ( ) 0nE W∆ = ， ( )2
nE W t∆ = ∆ ， ( ) 0nE N∆ = ， ( )2

nE N tλ∆ = ∆ ， ny∗ 与 [ ]qny 都是
nt
 -可测以及 nW∆ 与

nN∆  相互独立可知 

[ ]( ) [ ]( )2 2
, , ,n n nqn qnE g y y W tE g y y∗ ∗∆ = ∆  

[ ]( ) [ ]( )2 2
, , .n n nqn qnE h y y N tE h y yλ∗ ∗∆ = ∆  

令 

[ ]( )( ) [ ]( )( ) ( ) [ ]( ) [ ]( )( )
( ) [ ]( ) [ ]( )( ) [ ]( )( ) [ ]( )( )*

2 , 2 , 2 1 , ,

2 1 , , 2 , , ,

n n n n n n n n n nqn qn qn qn

n n n n n n nqn qn qn qn

Q y g y y W y h y y N tf y y g y y W

tf y y h y y N g y y W h y y N

λ

λ

θ

θ

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

= ∆ + ∆ + − ∆ ∆

+ − ∆ ∆ + ∆ ∆



 

 

则 ( ) 0nE Q = 。 

对(3-2)式取期望，并由条件(1)，条件(3)，(2-3)式，(2-6)式，0 K Kλ≤ ≤ 及 0 1t< ∆ < ，0 1θ< ≤ 可得， 

( ) ( ) [ ]( ) [ ]( )
[ ]( ) ( ) [ ]( )( )

( ) ( ) [ ] [ ]

[ ] ( ) [ ]

2 222 2 2
1

2

2 22 2 22 2

2 22 2

1 2

1 , ,

Δ , 2 1 ,

1

Δ 1

n n n nqn qn

n n nqn qn

n n nqn qn

n nqn qn

E y E y t E f y y tE g y y

tE h y y tE y f y y

E y t K E y E y tK E y E y

tK E y E y t E y E y

λ

λ

λ

θ

λ θ

θ

λ θ µ µ

∗ ∗ ∗
+

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗

= + − ∆ + ∆

+ + − ∆

   ≤ + − ∆ + + ∆ +   
   

   + + + − ∆ − +   
   

 

 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) [ ]

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) [ ]

[ ]

22 2
1

22 2
2

22

1 2

22

1 2

1 1 Δ 1

1 Δ 1

1 2 1 2 1

,

n

qn

n qn

n qn

t K tK tK t E y

t K tK tK t E y

tK t E y tK t E y

K E y K E y

λ λ λ

λ λ λ

λ λ

θ λ θ µ

θ λ θ µ

λ θ µ λ θ µ

∗

∗

∗

≤ + − ∆ + ∆ + − − ∆

+ − ∆ + ∆ + + − ∆

≤ + ∆ + − − ∆ + ∆ + + − ∆

= +

 (3-3) 

其中 ( ) ( )1 11 2 1K tK tλ λ θ µ= + ∆ + − − ∆ ， ( ) ( )2 22 1K tK tλ λ θ µ= ∆ + + − ∆ 。 

接下来估计
2

nE y∗ ，由(2-7)式得 

[ ]( ), .n n nqny tf y y yλθ∗ ∗− ∆ =  

两边平方后取期望，由条件(3)得 

[ ]( )( )
[ ]

2 2

222
1 2

2 ,

.

n n n n qn

n n qn

E y E y tE y f y y

E y t E y E y

λθ

θ µ µ

∗ ∗ ∗

∗

≤ + ∆

 ≤ + ∆ − + 
 

 

整理得 

[ ]
22 2 2

1 1

1 .
1 1n n qn

tE y E y E y
t t

θ µ
θ µ θ µ

∗ ∆
≤ +

+ ∆ + ∆
 

代入(3-3)式得 
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[ ]

[ ]{ }

22 21 2 1
1 2

1 1

221 2 1
2

1

1 1

max .
1

,

n n qn

n qn

K t KE y E y K E y
t t

K t K K E y E y
t

θ µ
θ µ θ µ

θ µ
θ µ

+

 ∆
≤ + + + ∆ + ∆ 
 + ∆

≤ + + ∆ 

 

要使 ( )2
1 0nE y n+ → →∞ ，则要满足 

1 2 1
2

1

1.
1

K t K K
t

θ µ
θ µ

+ ∆
+ <

+ ∆
 

上式等价于 

 ( )2
1 2 0,L t L t∆ + ∆ <  (3-4) 

其中 

( )( )1 1 22 ,L Kλθ λ µ µ= + +  

( ) ( )2 2 12 2 .L Kλ λ µ µ= + + −  

由 1 2, ,, ,Kλθ λ µ µ 均为正数，可知 1L 恒大于 0，由抛物线对称轴的公式及 0t∆ > 可知，需满足 

( ) ( )
( )( )

2 1

1 2

2 2
0.

2 2
K

K
λ

λ

λ µ µ
θ λ µ µ

+ + −
− >

+ +
 

从而需满足 

( ) ( )2 12 2 0.Kλ λ µ µ+ + − <  

故当 ( )1 2 2 2Kλµ µ λ> + + 时，总存在一个正数 0h ，使得当 ( )00,t h∆ ∈  时，(3-4)式成立。由 

( )2
1 2 0L t L t∆ + ∆ < ，得 

2
0

1

.Lt h
L

∆ < − =   

因此，只要取 ( )0 0min 1,h h=  ，便能保证(3-4)式成立。□ 

4. 数值算例 

考虑如下非线性带跳随机比例微分方程： 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

d d sin d d , 0

0 1

x t ax t t b x qt W t cx t N t t T

x

= + + < ≤


=
 (4-1) 

选取如下两组系数： 
算例 1： 3; 0.3; 4; 0.7; 0.7a b c q λ= − = = = = 。 
算例 2： 2; 0.2; 1.7; 0.8; 1a b c q λ= − = = = = 。 
首先验证补偿分步 θ方法(2-7)的收敛性。在收敛性试验中，我们用 1000 个样本轨道平均来模拟数值

解的期望。因方程(4-1)没有显式的解析解，我们用步长为 102t −∆ = 得到的数值解来近似地替代解析解。

选择四种步长，分别为 2∆t，4∆t，8∆t，16∆t， 102t −∆ = ，均方误差 12 r
r

t
ε ε + ∆

= ， 0,1,2,3r = ，给出了在终

点时刻 1T = 处的误差，选取的 1000 个样本点记为 ( )1 1000i iω ≤ ≤ ，其均方误差由以下方式估计： 

( ) ( )
1000 2

, ,
1

1
1000

r
r T i r n i

i
x Yε ω ω

=

≅ −∑  
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在图 1 中我们以对数为底的坐标系中画出 rε ，并以斜率为 1/2 的红色虚线为参照，从图 1 中可以

看出蓝色曲线基本平行于这条参照线。这清楚表明步长分步 θ方法(2-7)是均方收敛的。 
 

 
(a)                                           (b) 

Figure 1. Convergence rate of the CSS θ method (left: example 1, right: example 2) 
图 1. 补偿分步 θ方法的收敛性(左：算例 1，右：算例 2) 

 
其次验证补偿分步 θ 方法的稳定性。同样选取上述两组算例，对于算例 1，易知 f f hλ λ= + 以常数

0.04Kλ = 满足全局 Lipschitz 条件，以常数 1 20.4, 0µ µ= = 满足条件(3)，从而满足(3-1)式，因而方程(4-1)
的解析解是均方稳定的。同样地，对于算例 2， 0.09Kλ = ， 1 20.6, 0µ µ= = 也满足(3-1)式，方程的解析解

也均方稳定。由定理 3.2 知， 2
0

1

Lh
L

= − ，对算例 1， 0 8.518h =  
 ，从而 ( )0 0min 1, 1h h= = ，因此保持数值方

法稳定的步长范围是开区间 ( )0,1 ；而对算例 2， 0 0.740h =  
 ，从而 ( )0 0min 1, 0.74h h= = ，因此保持数值方

法稳定的步长范围是开区间 ( )0,0.74 。 
 

 
(a)                                           (b) 

Figure 2. Mean-square stability of the CSS θ method (left: example 1, right: example 2; Δt = 0.125) 
图 2. 补偿分步 θ方法的均方稳定性(左：算例 1，右：算例 2；Δt = 0.125) 
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(a)                                           (b) 

Figure 3. Mean-square stability of the CSS θ method (left: example 1, right: example 2; Δt = 0.25) 
图 3. 补偿分步 θ方法的均方稳定性(左：算例 1，右：算例 2；Δt = 0.25) 
 

 
(a)                                           (b) 

Figure 4. Mean-square stability of the CSS θ method (left: example 1, right: example 2; Δt = 0.5) 
图 4. 补偿分步 θ方法的均方稳定性(左：算例 1，右：算例 2；Δt = 0.5) 
 

图 2~4 表明了当步长 0.5, 0.25, 0.125t∆ = 时，补偿分步 θ方法都保持稳定，这与上述分析一致。 
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