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摘  要 

高维因子模型在超高维度的大型数据集降维处理中发挥了重要作用。目前，高维因子模型有两种主成分

估计方法，分别是基于协方差的主成分估计PCE和基于滞后自协方差的主成分估计LPCE。本文以S & P 
500公司股票数据的高维因子建模为例，比较了PCE和LPCE在高维股票数据降维中的实际表现，其中因

子个数通过信息准则法和特征值比值估计法确定。结果表明，在高维非平稳序列因子模型中，PCE的均

方根误差和预测误差都比LPCE小，PCE得到的因子也比LPCE更能捕捉高维非平稳序列变化特征。在高维

平稳序列因子模型中，PCE和LPCE的估计误差相同，两者的估计因子均能还原高维平稳序列的变化特征。

此外，在确定因子个数时，信息准则倾向于高估因子个数，表现出严重的过拟合。特征值比值估计法的

估计结果相对更准确和稳定，在PCE中倾向于放弃相对弱势的主成分，在LPCE中则倾向于将弱势的主成

分视为因子。 
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Abstract 
High-dimensional factor models play a crucial role in dimensionality reduction of large datasets 
with ultra-high dimensions. Currently, there are two principal component methods for estimating 
high-dimensional factor models: Principal Component Estimation (PCE) based on covariance and 
Lagged Principal Component Estimation (LPCE) based on lagged autocovariance. This paper uti-
lizes high-dimensional factor modeling of S & P 500 company stock data as a case study to com-
pare the practical performance of PCE and LPCE in dimensionality reduction of high-dimensional 
stock data, where the number of factors is determined through the information criterion method 
and eigenvalue ratio method. Results indicate that in high-dimensional non-stationary sequence 
factor models, both the root mean square error and prediction error of PCE are smaller than LPCE. 
Additionally, factors obtained from PCE are more effective in capturing the characteristics of 
high-dimensional non-stationary sequence changes compared to LPCE. In high-dimensional sta-
tionary sequence factor models, the estimation errors of PCE and LPCE are identical, and both es-
timation methods can effectively capture the changing characteristics of high-dimensional statio-
nary sequences. Furthermore, when determining the number of factors, the information criterion 
tends to overestimate the number of factors, indicating severe overfitting. The eigenvalue ratio 
method provides relatively more accurate and stable estimation results, with PCE tending to dis-
card relatively weaker principal components, while LPCE tends to treat weaker principal compo-
nents as factors. 
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1. 引言 

作为不同时间点记录的不同数据，对不同公司的股票数据建立标准的多元时间序列模型，如向量自

回归模型，是研究者分析股票价格变化的重要模型。然而，进入大数据时代，对股票数据的收集越来越

多，不仅体现在样本量大，而且体现在公司数量众多。此时，一些传统的数据分析手段往往会失效，例

如，时间序列的维数 N 较大时，研究者建立的向量自回归模型将“维数灾难”问题，即模型中待估计参

数的数量级往往达到 N2，过度参数化会对模型识别产生严重的干扰，所建立的模型几乎不能实际应用。 

目前，建立高维因子模型对高维数据集进行降维处理，再对低维因子作后续分析，已经成为研究者

们分析大型数据集的常用手段之一。例如，廖春芳等人通过高维因子模型分析影响中国股市变化的潜在

因素[1]；李伯龙利用高维分位数因子模型提取个股分位数变化的共同成分来衡量尾部系统风险[2]。郑红

景等人建立高维动态因子模型对金融市场波动率进行建模[3]。 
针对高维因子模型，基于某个非负定矩阵的特征分析技术获取模型的主成分估计是文献中使用最广

泛的方法之一，与极大似然估计相比，主成分估计优势在于算法简单，估计结果具有稳健性，且不需要

假设特殊因子相互独立和先验分布。目前，文献中对于高维因子模型的估计有两种截然不同的主成分估

计，一是从可观测变量的截面信息出发，有基于最小二乘原理和协方差矩阵的主成分估计(PCE) [4]。这

一方法针对高维近似因子模型，对特殊因子的限制较少，允许异方差，弱序列相关，弱截面相关，也允
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许公共因子与特殊因子弱相关，非常宽松的假设条件使得该方法在计量经济学等领域被广泛使用。二是

从可观测变量的滞后信息出发，有基于由可观测变量自协方差矩阵构建非负定矩阵的主成分估计(LPCE) 
[5]。这一方法针对高维时间序列因子模型，理论上要求特殊因子是白噪声。虽然白噪声假设大多数情况

下不太符合实际需要，但是从 Lam 等人针对时间序列因子模型建立的渐近理论来看，这一模型仍然具有

以下理论上的优点，一是理论上可以在有限维情形下严格区分公共因子与特殊因子，二是允许特殊因子

存在较强的截面相关性，三是允许因子与滞后噪声相关。此外，对于主成分估计，也存在两种因子个数

的估计方法，一是基于惩罚函数的信息准则方法[6]，二是基于特征值极限性质的比值估计法[7] [8] [9]。 
目前，这两类主成分估计在高维股票数据集中的表现缺乏直接的比较。对于不同的数据序列场景，

两种主成分估计各自估计潜在的公共因子准确度如何，使用哪一种主成分估计所得到的公共因子能更好

地还原众多原始股票的变化特征和预测其下一步的变化，是值得研究的问题。因此，本文以对标准普尔

500 指数(S & P 500)中包含的公司股票数据建立高维因子模型为例，比较高维因子模型中这两类不同的主

成分估计的估计误差和预测误差，以及信息准则和特征值比值估计法在的因子个数估计上的表现。 
本文的主要发现是，在高维非平稳时间序列因子模型中，PCE 得到的估计因子的均方根误差和预测

误差都比 LPCE 小。从图像上看，前者更能捕捉高维非平稳序列变化特征。在高维平稳时间序列因子模

型中，PCE 和 LPCE 的估计误差相同，两者的估计因子均能还原高维平稳序列的变化特征。此外，在确

定因子个数时，特征值比值估计法在 PCE 中倾向于放弃相对弱势的主成分，在 LPCE 中则倾向于保留弱

势的主成分作为弱因子。 

2. 因子模型及估计方法介绍 

2.1. 模型介绍 

假设 N 维的可观测变量 tx 已经中心化，即 ( ) 0tE x = 。对于样本 1,2, ,t T=  ，经典因子模型结构如

下， 

t t tx f ε= Λ + ， 

其中， ( )1, ,, ,t t N tx x x ′=  ， ( )1, ,, ,t t r tf f f ′=  是公因子，r 是潜在公共因子的个数，满足 r N ； 
( )1 2, , , Nλ λ λ ′Λ =  是因子载荷矩阵，代表公共因子对于可观测变量的影响。 ( )1, ,, ,t t N tε ε ε ′=  是 N 维特殊

因子，代表系统中所有的随机误差。 
将数据维数与样本数结合，可以将该模型重新表达为矩阵形式， 

X F E′= Λ + ， 

其中， ( )1, , TX x x ′=  ， ( )1, , TF x x ′=  ， ( )1, , Tε ε ′
 。 

目前，因子模型的不同主要体现在特殊因子的假设上。在经典因子模型中， ( ) ( )2 2 2
1 2var diag , , ,t Nε σ σ σ=  ，

即特殊因子是相互独立的，此时截面相关性全部来源于公共因子；在近似因子模型中，

( ) ( ) ( )Tvar t t t ij N N
Eε ε ε σ

×
= = ，即允许特殊因子存在截面相关[10]；在时间序列因子模型中， ( )~ WN 0,t εε Σ ，

即特殊因子是一个白噪声[5]，此时序列相关性全部来源于公共因子。 
另外，因子模型的因子载荷矩阵与公共因子不具有唯一性，使用 ( )1, tV Vf−Λ 替换 ( ), tfΛ ，模型仍然

成立。因此，在进行模型估计时会加上一个模型识别条件 T
rIΛ Λ = 或者 T1

rI
N
Λ Λ = 。 

2.2. 主成分估计(PCE) [4] 

PCE 来源于在近似因子模型中求解如下优化问题， 

( )2

, 1 1

1min
t

N T

it i tf i t
x f

NT
λ

Λ = =

′−∑∑ ， T1s.t. rI
N
Λ Λ =  
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这一优化问题等价于对样本协方差矩阵 X X N′ 进行特征分解。因子载荷矩阵的估计值为

( )1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ, , , rN γ γ γΛ =  ，其中 iγ 是矩阵 X X N′ 的第 i 大的特征值对应的特征向量。相应的因子得分为

( ) 1
ˆ ˆˆ ˆ ˆF X F X F N

−
′′ ′= Λ Λ = 。 

2.3. 基于自协方差矩阵的主成分估计(LPCE) [5] 

LPCE 来源于时间序列因子模型，此时特殊因子是白噪声。对于任意 1k ≥ ，定义 ( ) ( )cov ,f t k tk f f+Σ = ，

( ) ( ), cov ,f t k tk fε ε+Σ = ，有 ( ) ( ) ( ),x f fk k kε′Σ = ΛΣ Λ + ΛΣ 。对于常数 0k ，定义矩阵 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

, ,
1 1

k k

x x f f f f
k k

M k k k k k kε ε
= =

 ′′ ′   = Σ Σ = Λ Σ +Σ Σ +Σ Λ    
 

∑ ∑ ， 

此时，Λ由 M 的非零特征值对应的特征向量张成。因此，因子载荷矩阵估计值为 ( )1 2
ˆ ˆ ˆˆ , , , rβ β βΛ =  ，

相应因子得分为 ˆ ˆ
t tf x′= Λ 。其中， ˆ

rβ 是 ( ) ( )
0

1

ˆ ˆ ˆ
k

x x
k

M k k
=

′= Σ Σ∑ 第 i 大的特征值对应的特征项对应的特征向

量， ( )
1

1ˆ
T k

x t k t
t

k x x
T k

−

+
=

′Σ =
− ∑ 。 

2.4. 因子个数估计 

因子载荷矩阵的 PCE 和 LPCE 都是某个非负定矩阵的特征向量构成，因此因子个数的估计实际上是

选择几个主成分作为公共因子的问题。 
信息准则 BIC 和 CPp1通过为最小二乘的目标函数加入惩罚函数来选择最佳的因子个数[6]。假设选择

k 个因子 ˆ kΛ ，具体形式为 

BIC 准则： ( ) ( ) ( )2 ln1 ˆ ˆˆ ˆˆ ˆarg min tr k k k k

k

N T k NT
r X F X F k

NT NT
σ

   + − ′ ′ ′= − Λ − Λ +    
    

， 

CPp1准则： ( ) ( ) 21 ˆ ˆˆ ˆˆ ˆarg min tr lnk k k k

k

N T NTr X F X F k
NT NT N T

σ
  ′ +    ′ ′= − Λ − Λ +      +      

， 

其中， 2σ̂ 是估计误差的样本平均值。 
特征值比值估计法基于公共因子的特征值会随 N 和 T 发散到无穷，而其余特征值的始终有界，通过

定位相邻特征值的比值突变处估计因子个数。假设主成分估计对应的特征值为 1 2ˆ ˆ ˆNµ µ µ> > > ，有如下

三种比值估计法， 

ER 估计[7]： 1

1

ˆ
ˆ arg min

ˆ
j

j N j

r
µ
µ
+

≤ <
= ， 

GR 估计[8]： 1

1

1 2

ˆ ˆln ln
ˆ arg min

ˆ ˆln ln

N N

k k
k j k j

N Nj N
k k

k j k j

r
µ µ

µ µ

= = +

≤ <

= + = +

   
−   

   =
   

−   
   

∑ ∑

∑ ∑
， 

TCR 估计[9]：
1

1
1 1

ˆ ˆ ˆln ln
ˆ arg min

ˆ ˆ ˆln ln

N N

j k k
k j k j

N Nj N
j k k

k j k j

r
µ µ µ

µ µ µ

= =

≤ <

+
= + = +

   
+ −   

   =
   

+ −   
   

∑ ∑

∑ ∑
。 
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3. 实证分析 

3.1. 数据选择与预处理 

本文选择S & P 500指数中480只股票在2013年1月1日至2023年12月 31日期间的每日收盘价 tp ，

数据来源于雅虎财经。这一案例中，变量维数 480N = ，样本量 2767T = 。本文对数据进行两种预处理，

一是的对数日收盘价 tv ，二是对数日收益率 tr ，表达式分别为： 

lnt tv p= ， 1ln lnt t tr p p −= − 。 

表 1 给出了两种数据的 ADF 检验结果，在 5%的显著性水平下，对数日收盘价 tv 是非平稳数据，而

对数日收益率 tr 是平稳序列。 
 
Table 1. Mean of ADF test statistic for data series of 480 stocks of S & P 500 index 
表 1. S & P 500 指数 480 只股票数据序列 ADF 检验统计量均值 

 无趋势项和无截距项 趋势项 趋势项和截距项 
对数日收盘价 vt 0.6534 (>0.1) −2.8527 (>0.05) −2.2000 (>0.1) 
对数日收益率 rt −36.1878 (<0.01) −36.8454 (<0.01) −36.8394 (<0.01) 

3.2. 因子个数估计 

表 2 给出了 PCE 估计和 LPCE 估计中分别使用信息准则和特征值比值估计法估计因子个数的结果。

表 3 则给出了前 5 个主成分估计值对应的特征值，因为各主成分对应的特征值实际上反映了其对可观测

变量方差的贡献，所以特征值的相对大小可用于辅助判断因子个数。 
 
Table 2. The estimation of factor number 
表 2. 因子个数估计结果 

  BIC CPp1 ER GR TCR 

vt 
PCE 15 15 1 1 1 

LPCE 6 15 1 2 2 

rt 
PCE 5 15 2 2 2 

LPCE 3 4 1 3 3 
 
Table 3. Principal components correspond to the top 5 eigenvalues 
表 3. 主成分对应的前 5 大特征值 

  μ1 μ2 μ3 μ4 μ5 

vt 
PCE 19.91 0.07 0.03 0.01 0.01 

LPCE 3328.30 243.59 30.75 29.50 12.75 

rt 
PCE 1.11 × 10−4 7.03 × 10−5 1.69 × 10−5 1.61 × 10−5 1.52 × 10−5 

LPCE 4.76 × 10−5 1.61 × 10−5 5.81 × 10−6 2.25 × 10−6 1.68 × 10−6 
 

对于非平稳序列 tv ，信息准则 BIC 和 CPp1倾向于给出 15 个因子，这是本文设置的最大因子个数，

说明信息准则法会严重高估因子个数。特征值比值估计法的表现相对良好，在 PCE 中 ER、GR 和 TCR
都估计 1 个因子。在 LPCE 中 ER 估计 1 个因子，GR 和 TCR 估计 2 个因子，结合表 3，在 PCE 得到主

成分中，第一主成分比其余主成分贡献度高两个数量级，其余主成分处于同一个数量级。在 LPCE 中，

第一主成分的贡献度处于绝对强势地位；第二主成分是弱因子，比剩余主成分高一个数量级，可以视为

弱因子。 
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对于平稳序列 tr ，在 PCE 中，BIC 和 CPp1估计 5 个和 15 个因子，ER、GR 和 TCR 都估计 2 个因子，

此时信息准则仍然高估因子个数。在 LPCE 中，BIC 和 GR 与 TCR 估计 3 个因子，而 CPp1高估因子个数，

ER 低估因子个数。结合表 3，可以确定存在 2~3 个因子。 
综合来看，使用对数日收盘价 tv 建模，存在 1~2 个因子；使用对数日收益率 tr 建模，存在 2~3 个因

子。并且，在 PCE 和 LPCE 两种估计方法中，第一因子都远强于其余因子，可以解释为美股中的市场因

素；较弱的第二因子和第三因子可以解释为政府政策因素和行业因素。 

3.3. 因子得分 

图 1 给出了对数日收盘价 tv 的因子模型中 PCE 和 LPCE 的第一因子得分与 S & P 500 对数指数的变

化趋势。图 2 给出了对数日收益率 tr 的因子模型中 PCE 和 LPCE 的第一因子得分与 S & P 500 对数差分

指数的变化趋势。 
 

 
Figure 1. Trends in the first factor of log daily closing prices versus the S & P 500 log index 
图 1. 对数日收盘价 vt 第一因子与 S & P 500 对数指数的变化趋势 

 

 
Figure 2. Trends in the first factor of log daily returns versus the S & P 500 log difference index 
图 2. 对数日收益率 rt 第一因子与 S & P 500 对数差分指数的变化趋势 
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通过观察图 1 和图 2，对于非平稳序列 tv ，PCE 的第一因子相比 LPCE 的第一因子更准确的捕捉了 S 
& P 500 对数指数在某些时间节点的突变特征。而对于平稳序列 tr ，PCE 和 LPCE 的表现相同，都很好地

还原了 S & P 500 对数差分指数的变化特征。 

3.4. 估计误差 

本文使用均方根误差(RMSE)和预测误差(FE)两个指标比较 PCE 和 LPCE 的总体估计表现。RMSE 和

FE 的定义如下， 

2

21

1 ˆˆRMSE
T

t t
t

f x
NT =

= Λ −∑ ， ( )1

2

1 ˆFE T Tx x
N

= − ， 

其中，
( ) ( )1 1ˆˆˆT Tx f= Λ ；

( )1
T̂f 是 Tf 的样本预测值，利用 1 1

ˆ ˆ, , Tf f − 建立 VAR (1)模型并向前一步预测得到。表

4 和表 5 分别给出了当因子个数取 1 至 3 个时，PCE 和 LPCE 两种方法在 RSEM 和 FE 上的结果。 
 
Table 4. Root mean square error 
表 4. 均方根误差 

RMSE r = 1 r = 2 r = 3 

vt 
PCE 0.3948 0.3948 0.3949 

LPCE 3.3836 3.3835 3.3836 

rt 
PCE 0.0242 0.0225 0.0225 

LPCE 0.0246 0.0230 0.0230 

 
Table 5. Forecast error 
表 5. 预测误差 

FE r = 1 r = 2 r = 3 

vt 
PCE 0.5252 0.5253 0.5253 

LPCE 3.4096 3.4096 3.4096 

rt 
PCE 0.1604 0.1604 0.1604 

LPCE 0.1603 0.1604 0.1604 

 
可以看到，对于非平稳序列 tv ，PCE 的表现比 LPCE 好很多，无论是样本均方根误差还是向前一步

的预测误差，PCE 的结果都比 LPCE 小一个数量级。对于平稳序列 tr ，PCE 和 LPCE 的估计误差很接近，

几乎没有区别。 
进一步，从 RMSE 和 FE 在不同因子个数下的结果也间接反映了前文中关于因子个数的讨论结果。

具体来看，对于 tv ，PCE 的 RMSE 和 FE 都在因子个数为 1 时最小，LPCE 都在因子个数为 2 时最小；对

于 tr ，PCE 的 RMSE 和 FE 都在因子个数为 2 时最小，LPCE 都在因子个数为 3 时最小。 

4. 结论 

结合全部实证分析的结果，对于高维因子模型，可以得到以下结论。 
当可观测序列是高维非平稳时间序列，使用基于截面信息的 PCE 进行模型估计要比基于滞后信息的

LPCE 更好，此时 PCE 的样本均方误差和向前一步预测误差都比 LPCE 小一个数量级。进一步看，PCE
因子不仅可以准确还原原始序列的时间趋势，还能精确捕捉它在某些时间点上的突变特征，而 LPCE 仅
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能大致还原原始序列的趋势，没有很好地反映它的突变特征。 
当可观测序列是高维平稳时间序列，在模型估计中 PCE 和 LPCE 均可以使用，两者的样本均方误差

和向前一步预测误差几乎相同，此时两者的因子估计值均可以还原原始序列的波动趋势，并且准确地捕

捉了其中的异常波动。 
对于因子个数的估计，信息准则在高维非平稳序列因子模型中会非常容易过拟合，表现为严重高估

因子个数，而在高维平稳序列因子模型中表现会好很多，但仍然会倾向高估因子个数。特征值比值估计

法对原始序列的平稳性不敏感，估计结构具有稳健性，其中，ER 估计倾向于低估因子个数，GR 和 TCR
的结果更具有说服力，可以识别可能是因子的弱势主成分。 

此外，特征值比值估计法在 PCE 和 LPCE 上的结果也有差异。当主成分之间的方差贡献度有明显强

弱之分，但差距不超过一个数量级时，比值估计法在 PCE 上倾向于放弃弱势的主成分，而在 LPCE 上则

倾向于将弱势的主成分视为弱因子。 
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