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Abstract: The quanto option is a contract which invests to foreign assets and whose payoff depends on not 
only the price of foreign stock, but also the effect of exchange rate and domestic and foreign interest rates. 
The quanto option is widely used in international trade and risk management. This paper considers the valua-
tions for four types on quanto European call options under the assumption of foreign-stock price and ex-
change rate both satisfing a jump-diffusion model and domestic and foreign interest rates being random. The 
analytical price formulas for the quanto options are firstly obtained by applying martingale method and Gir-
sanov measure transformation method with jump diffusion process. Secondly, these results in the proposed 
model are compared with those in the Black-Scholes model through numerical calculation. Finally, we ana-
lyze the interest rate and jumping parameters on option price effect. 
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摘  要：双币种期权是投资于国外风险资产的一种风险管理合约，其收益不仅依赖国外风险资产价格

的变化，还受汇率及国内外利率的双重波动影响，在国际贸易及汇率风险对冲方面应用十分广泛。本

文假设股价和汇率均服从 Merton 跳扩散模型，并考虑国内外利率满足 Hull-White 随机模型时四种双币

种标准欧式看涨期权的定价。利用鞅方法和跳扩散过程的 Girsanov 测度变换法，给出了它们价格的显

示式，通过数值实例比较了与 Black-Scholes 模型的相应结果，并分析利率参数和跳跃参数对期权价格

的影响。 

 
关键词：双币种期权；跳扩散模型；Hull-White 随机利率模型；鞅方法 

1. 引言 

近几十年金融创新浪潮席卷全球，各种金融衍生产品及更复杂的结构性产品(如理财产品)层出不穷，金融机

构在投资过程中面临着越来越复杂的金融风险。为了有效管理这些风险，学者及金融工程从业者提出了各种风
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险管理与对冲模型，其中期权定价模型是目前风险管理的研究热点内容之一。众所周知，许多实证研究表明经

典 Black-Scholes(B-S)期权定价模型[1]的计算结果与实际期权市场数据存在较大偏差。为改进 B-S 模型，一是引

入股票收益的不连续模型(即跳扩散模型)来描述股票市场存在重大突发事件。1976 年 Merton[2]首次引入复合

Poisson 过程刻画“跳”风险并建立正态跳扩散模型纠正了 B-S 模型难适应实际股票数据表现出的尖峰厚尾以及

波动率“微笑”特征。其后，Mancini[3]的多个独立 Poisson 过程的跳扩散模型，Duffie[4]的仿射跳扩散模型，Chan[5]

的几何 Levy 过程模型，Kou[6]的双指数跳扩散模型等都从不同侧面对 B-S 模型进行了改进。二是考虑利率风险，

建立了更符合实际的随机利率模型。如 Vasicek[7]，Hull 和 White[8]，Heath、Jarrow 和 Morton[9]等，这是因为利

率是一个重要的市场变量，也是金融衍生品定价过程中非常重要的折项因素。目前，有大量文献将跳扩散模型

及随机利率模型两者结合起来考虑期权的定价，如 Paul Glasserman[10]和 Lijun[11]，张素梅[12]，李翠香[13]等。本

文在这种结合模型下讨论一种奇异期权——双币种期权的定价。 

双币种期权在国际贸易和投资中有广泛的应用，它是这样一种未定权益，其收益不仅依赖于外国货币表示

的金融资产价格，还受到汇率及国内外利率的多重影响。因此能为投资者获得许多可选的投资及对冲风险的机

会。文[14-16]考虑了 Black-Scholes 模型下双币种期权及几种双币种奇异期权的定价；文[17-20]考虑了国内外利率为

随机的双币种及双币种重置、亚式期权、百慕大式互换期权的定价；文[21]考虑了随机波动率和随机相关系数下

双币种期权的定价；文[22,23]考虑了跳扩散模型下双币种期权的定价。然而，同时考虑跳扩散及随机利率两者结

合模型下的双币种期权定价并不多见。本文结合文[18]的方法，将文[23]的结论推广到跳扩散且国内外利率均服从

Hull-White 随机利率模型时的情形，并通过数值计算分析跳扩散与利率随机时模型中某些参数值变动对期权价

格的影响。 

2. 市场模型及问题描述 

考虑一个无摩擦、无套利的金融市场。该市场有两种可连续交易的资产，一种是无风险资产(如债券)，另一

种是风险资产 (如股票)。给定完备概率空间S  , ,Q  及其上定义的信息域  0t t T 
 ，其中 是右连续且

满足通常条件的

 0t t T 


 代数流。由于市场存在跳风险，市场不是完全的，因此，可以选择一种特定的风险中性鞅测

度来调整风险资产的价格，使之在该测度下的折现过程为鞅。不妨设Q就是风险中性的等价鞅测度并且金融市

场满足 Merton 跳扩散模型的通常假设条件。记 表示 t时刻外国股价，tS tF 表示 时刻的汇率，t    , fr tdr t 分别

表示 时刻国内外利率，于是在风险中性市场下，设t tF 满足： 
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其中波动率 是时间 的连续函数。  0F t  t  FW t 是标准布朗运动， F
tN 为参数为常数 0F  的一维齐次 Poisson
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其中波动率 及红利率 都是时间 的连续函数。  0S t    0q t  t  SW t 是标准布朗运动， 为参数为常数S
tN 0S 

的一维齐次 Poisson 过程， , 1S
iV i  是非负独立同分布的随机变量列，表示股价的跳跃幅度。记 ， lnS S
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 SW t 分别与 独立，, , ,S F F S
t t i iN N V V F

tN 与 独立， 与, ,S F S
t i iN V V S

tN ,F S
i iV V 独立， F

iV 与 独立。由文[15]可知

以本国投资人角度看时方程(2)飘移系数不变，即： 
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于是应用 ˆIto公式得对  0,t T  ,t tF S 分别满足 
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现在假定国内外利率    ,d fr t r t 是随机的，即满足 Hull-White 利率模型： 
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其中 是非负且非随机连续并满足可积条件的函数。又 分别是一

维标准布朗运动且假设
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现给出四种双币种欧式看涨期权在到期日T 的收益结构 
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1) 类型Ⅰ： 

     1
0, , max ,0T f T fC S X T F S X  ,                         (10) 

其中 0F 表示固定汇率为常数， 表示到期日T 的外国股价，TS fX 表示以外币计价的执行价格。 

2) 类型Ⅱ： 

       2 , , , max ,0 max ,0 ,T T d T T d T dC S F X T F S X S X                 (11) 

其中 TF 为到期日汇率， dX 为本国货币计价的执行价格， TS
 为到期日本国货币计价的外国股价。 

3) 类型Ⅲ： 

     3 , , , max ,0 ,T T f T T fC S F X T F S X                         (12) 

4) 类型Ⅳ： 

    4 , , , max ,0 ,T T T TC S F K T S F K                           (13) 

其中 K 表示汇率执行价格。 

本文主要讨论上述四种类型期权在跳扩散及随机利率模型下的定价问题，并通过数值计算讨论了跳扩散和

利率随机对期权价格的影响。 

3. 主要结论 

定理 1：设    , , ,d fS F r t r t 满足(1)~(7)，类型Ⅰ双币种欧式看涨期权 t时刻的价值为 
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
 


  

            
 .  

下面计算 1I ，为此定义新测度 1R ： 

 
2 1 1

2 2 21
2 1 1

1

d 1 1 1
exp : .

d 2 2 2

S
T

T
S
t

N
S

X X S S Z i
i N

R
X X k Z Y M

Q
     

 

 
           

 
  

显然有 ，由 Girsanov 定理知 是Q的等价鞅测度，且有 在 下仍为布朗    1tE M   1R 1R

1
2

1

1

1

1

2

2 2
2

1 1

2
1 1

RQ
X

RQ
X

RQ

Z

X X

X X

Z Z







   
   

     
          
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运动，且 在 下仍为 Poisson 过程，但强度为S
tN 1R  e

SY
S S E   ，记为 。 在 下仍为独立同分布的随机

变量列，记为 ，此时 

1SR
tN

S
iY 1R

1SR
iY

   
1

1 1

1 1
1

2 2
1 1

1

1
ln ln , , d .

2

SR
T

SR
t

N
T

1R R S
T t f f X Z S S it

i N

S S C t T r X q u u Z k Y   
 

          R  

于是 

               2 2 2 2
1 2 1 21

1 1 1
, , , , d, , , , d 2 2 2

1
0

e e ln ln e e
!

TT
d d f f tX X X Xd d f f t S

m

C t T r C t T r q u u SC t T r C t T r q u u R
t T f t

m

I S P S X S
m

     
  
        



        

       

         
 

1 1 1
1 1

1

1 1 1 1

2 2
1 2

2 2 22
1 1

1

2 2 2 2 2 2

1
, , , , d

2
1

0

1
ln , , d

2

e e .
!

S SS S

S S

T
d d f f t X X S

m TtR R SR
f f X Z S S y yi y y t

fR i

X Z y X Z y

m

C t T r C t T r q u u S

t
m

S
C t T r q u u k mX Z Y m X

P
m m

S N b
m

   

      

     

  




     





           
 
    
 







 

同理可计算
 

 
     

2 2
2 2

1 1
, , , ,

2 2
2 2ln ln

0

e e
!

d d d dX X

T f

m
C t T r C t T r

t S X
m

eI E I N b
m

      




      ，经整理，定理得证。 

定理 2：在定理 1 条件下，类型Ⅱ双币种欧式看涨期权 t时刻的价值为 

   
         

     
2 2 2

2

d2
1

0 0

1 1 1
, ,

2 2 2
2

ˆ, , , e e
! !

ˆe ,

T
S F t

d d y y S S F FX y yS FS F

m n

S F q u u
t t d t t

m n

C t T r m n k k

d

C S F X t T S F N b
m n

X N

  

       

     
     

 

             
   




 



 





b

 

其中 

       1 2

2 1 2

2 2 2 2

1 2 2 2 2 2

1 1
ln , , d

2 2ˆ ,
S S F F

S F

Tt t
d d S S F F Z Z y y y yt

d

X Z Z y y

S F
C t T r q u u k k m n

X
b

m n

         

    

         


   


 

2 1 2

2 2 2 2 2
2 1

ˆ ˆ
S FX Z Z y yb b m n          。 

证明：类似有      
 

 
 

d d2
1, , , , e e

T T
d dt t

T T d T T d

r u u r u u

t t d T T t d t dS F X S F XC S F X t T E S F I X E I I X I
 

 
            

  2  。由(4)，

(5)有     1 2

d 2 2
1 1 2

1 1

1
e exp

2

S F
T TT

t

T T d
S F
t t

N N
q u u S F

t t t S S F F Z Z i j S F X
i N j N

I S F E k k Z Y Z Y I     


   


              

    
   。类似定理

１中 1I 的证明，定义
1 2

2 22
1 2

1 1

d 1 1
exp

d 2 2

S F
T T

T
S F
t t

N N
S F

S S Z i F F Z j
i N j N

R
k Z Y k Z Y

Q
     

   

 
          

 
  。显然 是 的

等价鞅测度，于是由 Girsanov 定理知 在 测度下仍为布朗运动及 

2R Q

R
2

1

2

2

2

1 1
2

2 2

RQ
Z

RQ
Z

Z Z

Z Z





   
           

2

   
2 2

2 2 2 2

1 2
2 2

2

2 2
1 2

1 1

ln ln , , d

1 1
.

2 2

SR FR
T T

SR FR
t t

T

T T t t d d S S F Ft

N N
SR FR R R
i j Z

i N j N

S F S F C t T r X q u u k k

Y Y Z Z Z

   

 
   

     

     



 
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于是 

   

     

   

   

2

2

2 2 2 2

2 1 2

d
1

d

0 0

2 2
2 1 2

1 1

2 2 2 2 2

e ln ln

e e e
! !

ln , , d

T
t

T
t S F

S S F F

S F

q u u R
t t T T d

m n

S Fq u u R
t t

m n

m n
R R SR FR

i i y y y y
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X Z Z y y

Tt t
d d t

d

I S F P S F X

S F P
m n

X Z Z Y Y m n

m n

S F
C t T r q u u

X

   
   

   

    



 



 
 

  

 

 





  



        
 
    


  


 

 

    

         

1 2

2 1 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2

d

1
0 0

1 1

2 2

ˆe e ,
! !

S S F F

S F

T
S Ft

S S F F Z Z y y y y

X Z Z y y

m n

S Fq u u

t t
m n

k k m n

m n

S F N b
m n

  

        

    

     
    

 



       

   


 

 

类似可证 2I ，定理得证。 

定理 3：在定理 1 条件下，类型 III 双币种欧式看涨期权 时刻的价值为 t

             
2 2

1

1 1
, ,d3 2 2

1 2
0

, , , , e e e ,
!

T f f y S SX yS SS t

m
C t T r m kS q u u

t t f t t f
m

C S F X t T F S N b X N b
m

    
 

  
          




 

  
  

  

其中 

     1

1 1

2 2

1 2 2 2

1
ln , , d

2 S S

S

Tt
f f S S Z y yt

f

X Z y

S
C t T r q u u k m

X
b

m

    

  

     


 


，

1 1

2 2
2 1 SX Z yb b m      。 

证明： 

     
 

 
 

d d3
1 2, , , , e e

T T
d dt t

T f T f

r u u r u u

t t f T T t f T t fS X S X
C S F X t T E S F I X E F I I X I

 

 
             

    。 

其中 

 

 
2

2

1

1
d 22

1 2 1
1 1

1
e exp exp

2

F ST T T
F Ft Z

T fF S
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N Nq u u k F S
t t t j t S S Z i S X

j N i N

I S F E Z Y E k Z Y I
  

  
  


   

      
                     

 




 

 
 1

d 2
1

1

1
e exp

2

S
TT

t

T fS
t

N
q u u S

t t t S S Z i S X
i N

S F E k Z Y I  


 


  

          
 。 

现定义测度变换：
1

23
1

1

d 1
exp

d 2

S
T

T
S
t

N
S

S S Z i
i N

R
k Z

Q
  

 

 
     Y 

 
 ，显然 是Q的等价鞅测度，故由 Girsanov

定理知

3R

3

1

2
1 1

RQ
ZZ Z   在 测度下为布朗运动且 3R

   
3

3 3

1
3

2
1 1

1

1
ln ln , , d

2

SR
T

SR
t

N
T R SR

T t f f S S Z it
i N

S S C t T r X q u u k Z Y  
 

         。 

类似定理 1，定理 2 可证 1I 。 
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同理可得
 

 
     

2
11

1
, ,, , 2

2 2ln ln
0

e e e e
!

f f Xf f S

T f

m
C t T rC t T r SX

t t tS X
m

I F E I F N
m

     




       b ，经整理，定理得证。 

定理 4：在定理 1 条件下，类型Ⅳ双币种欧式看涨期权 t时刻的价值为 

       
 

       
2 2 2

1 2
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, , , ,d4 2 2

1 2
0

, , , , e e e
!

T f f d d y F FX X yF Ft F

n
C t T r C t T r n kFq u u

t t t t
n

C S F K t T S F N b K N b
n

     
 

  
            




 

   
  

 ， 

其中 

     2

1 2 2

1 2 2

2 2

2 2 2 2
1 2 12 2 2 2

1
ln , , , ,

2 , .
F F

F

F

t
d d f f Z F F y y

X X Z y

X X Z y

F
C t T r C t T r k n

Kb b
n

    
   

   

     
  

  
b n      

证明：仿定理 1，定理 3 可证。 

4. 数值计算 

下面利用数值计算实例分析股价，汇率的跳跃性及利率的随机性对期权价格的影响。取市场模型的参数值

为 ， ， ，100t fS X  200dX  0 2tF F K   0.06dr  ， 0.08fr  ， 1 0.5T t ， (年)， 0.3S F   ， 3S  ，

0, 0.3
S Sy y   ， 0.2SF , 0.05q   3,F， 0

Fy
   ， 0.3

Fy
  ， 0.1d fb b  ， 0.2d da   ， 

0.3f fa   。由 Matlab 计算得如图 1 和图 2 所示。 
 

   
(a)                                                          (b) 

   
(c)                                                   (d) 

Figure 1. Curve: option price of types I - IV 
图 1. 四类期权价格曲线 
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(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Figure 2. Curve: option price of type II 

 

图 1 从两方面比较了四种双币种欧式看涨期权的价格曲线：首先比较了跳扩散模型及 Black-Scholes 模型的

相应

图 2. 类型 II 期权价格曲线 

结果，其次比较了利率随机与常利率的相应结果。计算结果表明，在股价，汇率都服从 Merton 跳扩散模型

时，利率随机的双币种期权价格要高于常利率情形；另一方面，对于国内外利率都服从 Hull-White 随机模型时，
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Copyright © 2013 Hanspub 9

。结果表明：1) 类型Ⅱ期权价格 是股

价(汇率

股价汇率都带跳的期权价格要高于不带跳的情形。综合来看，因为利率随机和跳扩散特征都增加了标的资产的

波动性，提高了期权的潜在获利可能，因此都提高了期权的价格。 

图 2 以类型Ⅱ双币种期权为例分析了跳跃参数对期权价格的影响  2C

)的跳跃强度 S  F 的增函数，并且该函数曲线上凸；2)  2C 是股价(汇率)跳跃幅度
Sy

  yF 的增函数，

且曲线下凸；3)  2C 汇率)跳跃波动幅度
S

是股价( y  yF 的增函 且曲线下凸。其他类型 类似。综

上所述，股价和汇率跳跃参数越大，市场波动越剧 权的潜在获利空间越大，因此期权的价格越高。 

数， 期权与此

烈，期
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