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Abstract 
In this article, the point spectrum of infinite dimension of Hamilton operators is divided into four 
parts, getting the sufficient and necessary condition about symmetry of each part of the point 
spectrum. Using structural characteristics of spectrum of infinite dimension of Hamilton operators, 
then the symmetry axis of the point spectrum is characterized by using the residual spectrum of 
internal elements. In the end, some examples are constructed to illustrate the effectiveness of cri-
terion. 
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摘  要 

本文将无穷维数Hamilton算子点谱划分为四个部分，得到每个部分的点谱关于虚轴对称的充要条件。运

用无穷维数Hamilton算子的谱的结构特点，从而实现了运用内部元素的剩余谱来刻画整体的点谱的关于

虚轴的对称性。最后证明了结论的正确性。 
 
关键词 

无穷维数Hamilton算子，点谱，剩余谱 

 
 

1. 引言 

无穷维 Hamilton 算子的谱理论是解决数学及力学方程的重要方法之一，逐渐在数学，天文学，物理

学以及航天科学领域受到关注。Kurina 和 Azizov [1] [2]等人研究了非负无穷维 Hamilton 算子的可逆性和

一类分块的算子函数的可约性；阿拉坦仓等人研究了无穷维 Hamilton 算子的谱理论，Cauchy 主值意义下

的完备性和可逆性等问题[3]-[5]。[6]研究了上三角文无穷维 Hamilton 算子点谱的特点，利用其结构特点，

得到点谱关于虚轴对称的充要条件。[7]研究了无穷维 Hamilton 算子的点谱和剩余谱的并集关于虚轴的对

称性。本文主要是将对角无穷维 Hamilton 算子点谱划分为四个部分，从内部元素谱的性质出发从而分别

进行讨论，这将与[4] [5]的证明方法有本质区别。 

2. 预备知识 

定义 2.1 设 X 是 Hilbert 空间， ( )* :
A C

H D H X X X X
B A
 

= ⊆ × → × 
− 

是稠定线性算子，如果 H 满

足 ( )*JH JH= ，
0

0
I

J
I

 
=  − 

， A 为稠定闭算子， ,B C 均为自伴算子，则称 H 为无穷维 Hamilton 算子。 

定义 2.2 [8] 若 X 为 Banach 空间， ( ):T D T X X⊆ → 为线性算子，称以下集合为 T 的预解集。 

( ) ( ) ( ){ }1: ,T C T R T I X Tρ λ λ λ λ −= ∈ − − = −是单射 且 有界  

称 ( ) ( )\T C Tσ ρ= 为T 的谱集。它可分为三个互不相交的集合， 

( ) ( ) ( ) ( )p r cT T T Tσ σ σ σ= ∪ ∪  

其中 

( ) { }:P T C Tσ λ λ= ∈ − 不是单射 ; 

( ) ( ){ }: ,r T C T R T Xσ λ λ λ= ∈ − − ≠是单射 但 ; 

( ) ( ) ( ){ }1: ,c T C T R T X Tσ λ λ λ λ −= ∈ − − = −，是单射 但 无界 ; 

分别称作T 的点谱、剩余谱和连续谱。 
定义 2.3 此外，对于点谱和剩余谱还可以进一步细化： 

( ) ( ) ( ){ },1 :P PT T R T Xσ λ σ λ= ∈ − = ; 
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( ) ( ) ( ) ( ){ },2 : ,p pT T R T X R T Xσ λ σ λ= ∈ − = − 不闭 ; 

( ) ( ) ( ) ( ){ },3 : ,p pT T R T X R T Xσ λ σ λ= ∈ − ≠ − 闭的 ; 

( ) ( ) ( ) ( ){ },4 : ,p pT T R T X R T Xσ λ σ λ= ∈ − ≠ − 不闭  

( ) ( ) ( ){ },1 :r rT T R T Xσ λ σ= ∈ − 闭的 ; 

( ) ( ) ( ){ },2 :r rT T R T Xσ λ σ= ∈ − 不闭 ; 

注 我们约定∅关于虚轴对称。 
引理 2.1 [9] [10] 设 X 为 Hilbert 空间， ( ):A D A X→ 是稠定闭线性算子，则 
1) 若 ( )P Aλ σ∈ ，则 ( ) ( )* *

P rA Aλ σ σ∈ ∪ ; 

2) 若 ( )r Aλ σ∈ ，则 ( )*
p Aλ σ∈ ; 

引理 2.2 [11] 设T 是 Hilbert 空间 X 中的线性算子，则有 
1) ( ) ( )*

,1 ,1p rT Tλ σ λ σ∈ ⇔ ∈ ; 

2) ( ) ( )*
,2 ,2p rT Tλ σ λ σ∈ ⇔ ∈ ; 

3) ( ) ( )*
,3 ,3p pT Tλ σ λ σ∈ ⇔ ∈ ; 

4) ( ) ( )*
,4 ,4p pT Tλ σ λ σ∈ ⇔ ∈ ; 

3. 主要结果及证明 

对于对角型的无穷维 Hamilton 算子 

( )*

0
:

0
A

H D H X X X X
A

 
= ⊆ × → × − 

 

其点谱有如下的刻画 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),1 ,2 ,3 ,4p p p p pH H H H Hσ σ σ σ σ= ∪ ∪ ∪ . 

定理 3.1 对角型的无穷维 Hamilton 算子有下列性质 
1) ( ) ( ),3 ,3p pH Hλ σ λ σ∈ ⇔ − ∈ ; 
2) ( ) ( ),4 ,4p pH Hλ σ λ σ∈ ⇔ − ∈ ; 

证明：因为 H 为对角型的无穷维 Hamilton 算子，则有 
*H JHJ= −  

再应用引理 2.2 则以上结论得证。 
推论 3.1 ( )p Hσ 关于虚轴对称当且仅当 ( ),1p Hσ ， ( ),2p Hσ 分别关于虚轴对称。 
证明：容易证明，当 ( ),1p Hσ 关于虚轴对称且 ( ),2p Hσ 关于虚轴对称时，结合定理 3.1 知道 ( )p Hσ 关

于虚轴对称。而 ( )p Hσ 关于虚轴对称时，设 ( ),1p Hσ ≠ ∅，当 ( ),1p Hλ σ∈ 时， ( )p Hλ σ∈ 且有 ( )p Hλ σ− ∈ ，

进而 ( ) ( ) ( ) ( ),1 ,2 ,3 ,4p p p pH H H Hλ σ σ σ σ− ∈ ∪ ∪ ∪ ，假设 ( ),2p Hλ σ− ∈ ，则 ( ),2r Hλ σ∈ ，这与 ( ),1p Hλ σ∈

矛盾。同理 ( ) ( ),3 ,3p pH Hλ σ σ− ∉ ∪ 。则 ( ),1p Hλ σ− ∈ 。类似可证 ( ),2p Hλ σ∈ 时， ( ),2p Hλ σ− ∈ 。再由

定理 3.1 则推论 3.1 即证。 
于是 ( )p Hσ 关于虚轴对称的问题自然的转化为 ( ),1p Hσ ， ( ),2p Hσ 分别关于虚轴对称的问题，下列
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定理刻画了 ( ),1p Hσ ， ( ),2p Hσ 分别关于虚轴对称的充要条件。 

定理 3.2 
1) ( ) ( )*

,1 ,1,r rA Aσ σ− ≠ ∅ = ∅时， ( ),1p Hσ 关于虚轴对称当且仅当 6∆ = ∅。 

2) ( ) ( )*
,1 ,1,r rA Aσ σ− = ∅ ≠ ∅时， ( ),1p Hσ 关于虚轴对称当且仅当 7∆ = ∅。 

3) ( ) ( )*
,1 ,1,r rA Aσ σ− ≠ ∅ ≠ ∅时， ( ),1p Hσ 关于虚轴对称当且仅当 4 6 7∆ ∆ ∆ = ∅∪ ∪ 。 

4) ( ) ( )*
,1 ,1,r rA Aσ σ− = ∅ = ∅时， ( ),1p Hσ = ∅是关于虚轴对称的。 

证明：对于 ( ),1p Hσ ， ( ),2p Hσ 有如下刻画 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )* * *
,1 ,1 ,1 ,1 ,1p p p p pH A A A A A Aσ σ σ σ ρ ρ σ= − − −∩ ∪ ∩ ∪ ∩  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

* * *
,2 ,2 ,1 ,2 ,2 ,2

* *
,2 ,1 ,2

* *
,2 ,2

p p p p p p c

p p p

c p p

H A A A A A A

A A A A

A A A A

σ σ σ σ σ σ σ

σ ρ σ σ

σ σ ρ σ

= − − −

− −

− −

∩ ∪ ∩ ∪ ∩

∪ ∩ ∪ ∩

∪ ∩ ∪ ∩

 

记 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * *
,1 ,1 ,1 ,11 , 2 , 3 ,p p p pA A A A A Aσ σ σ ρ ρ σ∆ = − ∆ = − ∆ = −∩ ∩ ∩  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * *
,1 ,1 ,2 ,1 ,14 , 5 , 6 , 7r r p r rA A H A A A Aσ σ σ σ ρ ρ σ∆ = − ∆ = ∆ = − ∆ = −∩ ∩ ∩ . 

当 1λ ∈∆ 时， 4λ− ∈∆ ，可发现 4∆ 与 1, 2, 3∆ ∆ ∆ 并没有交集，进 1, 2, 3λ− ∉∆ ∆ ∆ 。同理证明 5λ− ∉∆ 。

若 1∆ 关于虚轴对称则 ( ) ( )*
,1 ,1r rA Aσ σ− = ∅∩ ，另外 ( ) ( )*

,1 ,1r rA Aσ σ− = ∅∩ ，则 1∆ 关于虚轴对称。综上

若 1∆ 关于虚轴对称当且仅当 4∆ = ∅。 
当 2λ ∈∆ 时， 6λ− ∈∆ ，可发现 6∆ 与 1, 2, 3∆ ∆ ∆ 并没有交集，进 1, 2, 3λ− ∉∆ ∆ ∆ 。同理有 5λ− ∉∆ 。

于是若 2∆ 关于虚轴对称，则 ( ) ( )*
,1r A Aσ ρ− = ∅∩ 。另一方面，当 ( ) ( )*

,1r A Aσ ρ− = ∅∩ 时， 2∆ 为空，

这样 2∆ 关于虚轴对称当且仅当 6∆ = ∅。 
当 3λ ∈∆ 时， 7λ− ∈∆ ，可发现 7∆ 与 1, 2, 3∆ ∆ ∆ 并没有交集，进 1, 2, 3λ− ∉∆ ∆ ∆ 。同理可证明 5λ− ∉∆ 。

若 7∆ 关于虚轴对称，则 ( ) ( )*
,1pA Aρ σ− = ∅∩ 。另一方面，当 ( ) ( )*

,1pA Aρ σ− = ∅∩ 时， 7∆ 为空，这样 3∆
关于虚轴对称当且仅当 7∆ = ∅。综上可知 

1) 当 ( ) ( )*
,1 ,1,r rA Aσ σ− ≠ ∅ = ∅时，有 4 7∆ ∆ = ∅∪ ，则 ( ),1p Hσ 关于虚轴对称 6⇔ ∆ =∅。 

2) 当 ( ) ( )*
,1 ,1,r rA Aσ σ− = ∅ ≠ ∅时，有 4 6∆ ∆ = ∅∪ ，则 ( ),1p Hσ 关于虚轴对称 7⇔ ∆ =∅。 

3) 当 ( ) ( )*
,1 ,1,r rA Aσ σ− ≠ ∅ ≠ ∅时，有 4 6 7∆ ∆ ∆ ≠ ∅∪ ∪ ， ( ),1p Hσ 关于虚轴对称 4 6 7⇔ ∆ ∆ ∆ = ∅∪ ∪ 。 

4) ( ) ( )*
,1 ,1,r rA Aσ σ− = ∅ = ∅时， ( ),1p Hσ = ∅是平凡的，所以是关于虚轴对称的。 

定理 3.3 
1) ( ) ( )*

,2 ,2,r rA Aσ σ− ≠ ∅ = ∅时， ( ),2p Hσ 关于虚轴对称 8 11 12κ κ κ⇔ =∅∪ ∪ 。 

2) ( ) ( )*
,2 ,2,r rA Aσ σ− = ∅ ≠ ∅时， ( ),2p Hσ 关于虚轴对称 13 14 15κ κ κ⇔ =∅∪ ∪ 。 

3) ( ) ( )*
,2 ,2,r rA Aσ σ− ≠ ∅ ≠ ∅ 时， ( ),1p Hσ 关于虚轴对称 

8 10 11 12 13 14 15κ κ κ κ κ κ κ⇔ =∅∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ 。 
4) ( ) ( )*

,2 ,2,r rA Aσ σ− = ∅ = ∅时， ( ),2p Hσ = ∅是关于虚轴对称。 

证明：对于 ( ),1p Hσ ， ( ),2p Hσ 有如下刻画 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

* * *
,2 ,2 ,1 ,2 ,2 ,2

* *
,2 ,1 ,2

* *
,2 ,2

p p p p p p c

p p p

c p p

H A A A A A A

A A A A

A A A A

σ σ σ σ σ σ σ

σ ρ σ σ

σ σ ρ σ

= − − −

− −

− −

∩ ∪ ∩ ∪ ∩

∪ ∩ ∪ ∩

∪ ∩ ∪ ∩

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )* * *
,1 ,1 ,1 ,1 ,1p p p p pH A A A A A Aσ σ σ σ ρ ρ σ= − − −∩ ∪ ∩ ∪ ∩  

记 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * *
,2 ,1 ,2 ,2 ,21 , 2 , 3p p p p p cA A A A A Aκ σ σ κ σ σ κ σ σ= − = − = −∩ ∩ ∩  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * *
,2 ,1 ,2 ,24 , 5 , 6p p p c pA A A A A Aκ σ ρ κ σ σ κ σ σ= − = − = −∩ ∩ ∩  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *
,2 ,2 ,1 ,17 , 8 , 9p r r pA A A A Hκ ρ σ κ σ σ κ σ= − = − =∩ ∩  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * *
,2 ,2 ,2 ,210 , 11 , 12r r r c rA A A A A Aκ σ σ κ σ σ κ σ ρ= − = − = −∩ ∩ ∩  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * *
,1 ,2 ,2 ,213 , 14 , 15r r c r rA A A A A Aκ σ σ κ σ σ κ ρ σ= − = − = −∩ ∩ ∩  

当 1λ κ∈ 时， 8λ κ− ∈ ,我们发现 8κ 与 ( )1, ,7i iκ = � 并没有交集， ( )1, ,7i iλ κ− ∉ = � 。同理 9λ− ∉∆ 。

若 1κ 关于虚轴对称则 ( ) ( )*
,2 ,1r rA Aσ σ− = ∅∩ ， ( ) ( )*

,2 ,1r rA Aσ σ− = ∅∩ ，则 1κ 关于虚轴对称。综上若 1κ
关于虚轴对称当且仅当 8κ = ∅。 

当 2λ κ∈ 时， 10λ κ− ∈ ，我们发现 10κ 与 ( )1, ,7i iκ = � 并没有交集， ( )1, ,7i iλ κ− ∉ = � 。同理

9λ− ∉∆ 。若 2κ 关于虚轴对称则 ( ) ( )*
,2 ,2r rA Aσ σ− = ∅∩ ， ( ) ( )*

,2 ,1r rA Aσ σ− = ∅∩ 时， 2κ 关于虚轴对称，

进而 2κ 关于虚轴对称当且仅当 10κ = ∅ 。同理可证明 3κ 关于虚轴对称当且仅当 11κ = ∅。 4κ 关于虚轴

对称当且仅当 12κ = ∅ 。 5κ 关于虚轴对称当且仅当 13κ = ∅， 6κ 关于虚轴对称当且仅当 14κ = ∅ 。 7κ 关

于虚轴对称当且仅当 15κ = ∅。综上可知 
1) ( ) ( )*

,2 ,2,r rA Aσ σ− ≠ ∅ = ∅时， ( ),2p Hσ 关于虚轴对称 8 11 12κ κ κ⇔ =∅∪ ∪ 。 

2) ( ) ( )*
,2 ,2,r rA Aσ σ− = ∅ ≠ ∅时， ( ),2p Hσ 关于虚轴对称 13 14 15κ κ κ⇔ =∅∪ ∪ 。 

3) ( ) ( )*
,2 ,2,r rA Aσ σ− ≠ ∅ ≠ ∅ 时， ( ),2p Hσ 关于虚轴对称 

8 10 11 12 13 14 15κ κ κ κ κ κ κ⇔ =∅∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ 。 
4) ( ) ( )*

,2 ,2,r rA Aσ σ− = ∅ = ∅时， ( ),2p Hσ = ∅是平凡的，所以关于虚轴对称。 

4. 举例与应用 

例 4.1 设 2 2:A l l→ 为线性算子，对于 ( )1 2, , , ,nx x x x= � � ， ( )1 2 3 42 , , , ,Ax ix x x x= − � 而 

( )*
1 2 3 42 , , , ,A x ix x x x= − − � ，则无穷维 Hamilton 算子 

*

0
0
A

H
A

 
=  − 

 

中， ( ) ( ) { }* 1, 2P PA A iσ σ= − = ± ，进而 ( )p Hσ 关于虚轴对称。 

通过计算知道 ( ) ( )*
r rA Aσ σ= − = ∅，结合定理 3.2，3.3，则 ( ) ( ),1 ,2P PH Hσ σ = ∅∪ ，再由定理 3.1

知道 ( )p Hσ 是关于虚轴对称的。 

例 4.2 设 2 2:A l l→ 为线性算子， ( )1 2, , , ,nx x x x= � � ， ( )1 2 3 2 3, , , ,Ax ix ix x x x= + � 则 
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( )*
1 2 3 2 4 5 6, , , , ,A x ix ix x x x x x= − − + + � ，考虑无穷维 Hamilton 算子 

*

0
0
A

H
A

 
=  − 

 

由 ( ) { }* 3, : 1
2p

iA i Cσ λ λ
 ± − = ∈ < 
  

∪ ， ( )P A iσ = ，则 ( )p Hσ 关于虚轴对称。 

通过计算有 ( ) { } ( )*3 : 1 ,
2r r

iA C Aσ λ λ σ
 ± = ∈ < = ∅ 
  

∪ 。由定理 3.2 可判断 ( ),1p Hσ 是关于虚轴对

称的，即判断 7∆ = ∅，由 ( ) { }* 3, : 1
2p

iA i Cσ λ λ
 ± − = ∈ < 
  

∪ ，则 ( ) ( )*
rA Aρ σ− = ∅∩ ，进而 7∆ = ∅，

( ),1p Hσ 关于虚轴对称。 
由定理 3.2 知对于 ( ),2p Hσ 关于虚轴对称性要看 13 14 15κ κ κ = ∅∪ ∪ 是否成立。 

( ) ( )*
,1 ,213 r rA Aκ σ σ= − = ∅∩ 是显然的，由 ( ) { }* 3, : 1

2p
iA i Cσ λ λ

 ± − = ∈ < 
  

∪ ，则 

( ) ( )*
,215 rA Aκ ρ σ= − = ∅∩ 成立。且 ( ) ( )*

,214 c rA Aκ σ σ= − = ∅∩ 也成立。综上 ( ) ( ),1 ,2,p pH Hσ σ 分别关

于虚轴对称成立。再由定理 3.1 知道 ( )p Hσ 关于虚轴对称。 

例 4.3 设 2 2:A l l→ 为线性算子，对于 ( )1 2, , , ,nx x x x= � � ， ( )1 2 1 2 43 2 ,2 3 , , ,nAx x x x x x x= + + + � � ，

( )*
1 2 1 2 2 33 2 ,2 3 , , ,A x x x x x x x= + + � 则无穷维 Hamilton 算子 

*

0
0
A

H
A

 
=  − 

 

中， ( ) { } { }1, 5 : 1p H Cσ λ λ= ± ∈ <∪ ，则 ( )p Hσ 不关于虚轴对称。 

通过计算有 ( ) { } { } ( )* 1 : 1 ,r rA C Aσ λ λ σ− = − ∈ < = ∅∪ ，由定理 3.2 知道 ( ),1p Hσ 关于虚轴对称即判

断 6∆ 是否为∅；由于 ( ) { } { }1,5 : 1p A Cσ λ λ= ∈ <∪ ， ( ) { }*
,1 1r Aσ − = − ，则 ( ) ( ) { }*

,1 1r A Aσ ρ− = − ≠ ∅∩ ，

即 ( ),1p Hσ 不关于虚轴对称，进而 ( )p Hσ 不关于虚轴对称成立。 
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