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Abstract 
Based on the optimal approach of Markowitz portfolio investment model, the algorithm of primal- 
dual polynomial interior point method to the above model was given. We applied this algorithm to 
solve an example of portfolio investment without short sale. Numerical implementation showed 
this method was practicable and effective. 
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摘  要 

在分析Markowitz证券组合投资模型最优化解法的基础上，给出了求解不允许卖空证券组合投资模型的

原始–对偶多项式内点算法；不同于传统牛顿法的迭代方向，借助一种新的工具寻找搜索方向，并且该

算法具有多项式复杂性；用我们给出的算法对不允许卖空证券组合投资模型的实例进行计算求解，数值

结果显示该算法是可行有效的。 
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证券组合，二次规划，内点算法 

 
 

1. 引言 

在证券组合理论研究和管理实践中，Markowitz 证券组合投资模型理论[1] [2]既是现代证券组合理论

的奠基石，也是整个现代金融经济理论的奠基石。它不但在理论上使金融经济学从此改观，并且还在证

券市场上引起一场“华尔街革命”。今天人们在处理证券组合投资的收益–风险分析时，Markowitz 证券

组合理论始终是一种基本工具。无论方差矩阵是非奇异矩阵情形的研究工作[3]-[5]，还是方差矩阵是奇异

矩阵情形的研究工作[6]-[9]，均将 Markowitz 证券组合投资问题转化为一个目标函数是二次凸函数，约束

条件是两个仿射等式约束的二次凸规划问题来进行求解。 
Markowitz理论的基本思想在于把证券投资的收益率看作随机变量，于是该收益率的期望值就是该证

券的期望收益，其标准差则可看作证券投资风险的一种度量。证券组合的收益率可表示为组合中所包含

的证券的收益率的仿射组合，于是证券组合的期望收益等于其包含的各种证券的期望收益的仿射组合。

其投资风险就是该仿射组合的收益率的标准差。对仿射组合的系数解最优化问题：对固定的期望收益，

使其方差最小，或对固定的方差，使期望收益最大，就形成Markowitz理论的基本问题。基本问题的解称

之为极小风险组合，也称为前沿组合。前沿组合的全体或其在风险和收益坐标平面上对应的点集称为组

合前沿。在风险–收益坐标平面上，以“收益大，风险小”作为半序。那么所有组合的风险和收益对该

半序来说的极大元全体就形成这一证券组合选择问题的有效前沿。有效前沿中的点所对应的组合则称为

证券集的有效组合，确定证券投资组合的有效组合对投资者显然是十分重要的。 
本文是在分析Markowitz证券组合选择模型最优化解法的基础上，给出了求解不允许卖空证券组合投

资模型的原始–对偶多项式内点算法；不同于传统牛顿法的迭代方向，借助于一种新的工具找到搜索方

向，并且该算法具有多项式复杂性；用我们给出的算法对不允许卖空证券组合投资模型的实例进行计算

求解，数值计算结果显示该算法是可行有效的。 

2. 不允许卖空 Markowitz 证券组合选择模型及预备知识 

假设投资者选择市场上 n 种风险证券组成的集合 { }1, 2, ,nS n=  ，收益率期望值组成的向量记为

( )T
1 2, , , nr r r r=  ；投资者投资此 n 种证券的证券组合权系数向量记为 ( )T

1 2, , , nx x x x=  ；两证券收益率

的协方差记为 ( )cov , ; , 1, 2, ,ij i jr r i j nσ = =  ，其对应的协方差矩阵为 ( )ij n n
V σ

×
= ，特别记向量

( )T1,1, ,1e =  ，该证券组合的收益率期望值为 T
1

n
p i iir x r x r

=
= = ∑ ，总风险记为 2 T

p x Vxσ = 。沿用 Markowitz 

经典假设：1) 投资者事先知道证券收益率的概率分布；2) 投资风险用证券组合收益率的方差来标识；3) 
影响投资决策的主要因素为证券组合的期望收益率和风险两项；4) 投资者遵守占优原则：同一风险水平
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下，选择收益率较高的证券组合；同一收益水平下，选择风险较低的证券组合。不允许卖空的 Markowitz
证券组合投资问题可叙述为如何确定 nx R+∈ ，使得证券组合在期望收益率 0pr r= 时，风险最小，那么不

允许卖空的 Markowitz 证券组合投资模型为 

T

T
0

T

1min
2

. .

1
0

x Vx

s t r x r

e x
x



 =
 =

≥

                                     (1) 

若协方差矩阵V 是非奇异矩阵，使用 lagrange 乘子法可得到模型(1)的最优解[11]为 *
1 0 2x x r x= + ，其

中 ( ) ( )( )1 1
1

1x c V e b V r− −= −
∆

， ( ) ( )( )1 1
2

1x a V r b V e− −= −
∆

。另外， T 1a e V e−= ， T 1b e V r−= ， T 1c r V r−= ， 

2ac b∆ = − 。若方差矩阵V 是奇异矩阵，可采用矩阵分解的方法得到模型(1)的最优解[10]，而且从求解

过程可以发现，非奇异方差矩阵对应的证券组合投资决策模型的解是奇异矩阵下该模型解的一种特殊情

形。本文在上述最优化理论与方法的分析基础上，给出求解不允许卖空 Markowitz 证券组合投资模型的

原始-对偶多项式内点算法，下面首先引入一个重要的引理。 
引理(K-K-T 条件) [12]对于最优化问题 

( )
( )
( )

min

. . 0 1, 2, ,

0 1, 2, ,
i

j

f x

s t a x i p

c x j q




= =
 ≥ =





 

其中 ( )T
1 2, , , nx x x x=  ， ( )f x ， ( ) ( )1, 2, ,ia x i p=  与 ( ) ( )1, 2, ,jc x j q=  具有连续的一阶偏导数。若 *x

是该问题的局部最优解，则存在常数 ( )* 1, 2, ,i i pλ =  ， ( )* 1, 2, ,j j qβ =  使得 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

* * * * *
1 1

*

*

* *

*

0 1, 2, ,

0 1, 2, ,

0 1, 2, ,

0 1, 2, ,

p q
i i j ji j

i

j

j j

j

f x a x c x

a x i p

c x j q

c x j q

j q

λ β

β

β

= =
∇ = ∇ + ∇

= =

≥ =

= =

≥ =

∑ ∑








 

特别地，当 ( )f x 为凸函数，可行域 ( ) ( ) ( ) ( ){ }D | 0, 1, 2, , ; 0, 1, 2, ,i jx a x i p c x j q= = = ≥ =  为凸集时，

*x 就是上述最优化问题的全局最优解，并且 K-K-T 条件成为充分必要条件。 

3. 不允许卖空证券组合投资模型原始–对偶多项式内点算法的计算步骤 

不允许卖空证券组合投资模型(1)是一种特殊的非线性规划问题，解决该二次规划问题最初的方法是

Wolf 算法，可看成是求解线性规划问题单纯型算法的一种推广，但是算法的复杂性是成指数次的。Kozlov 
M K 等[13]提出用椭球算法求解二次规划问题，使得算法具有多项式复杂性，但是其理论上的优越性并

没有真正应用到实际问题中，直到 Karmarkar N [14]发表 Karmarkar 算法，二次规划在非线性问题中实现

了多项式复杂性及实际计算性。而原始-对偶路径算法是求解线性规划、二次规划及互补松弛等问题最有

效的算法[15]。其基本思想是借助于一个障碍方程求解迭代方向，而最近一类新的求解线性规划问题的内

点算法产生，该算法不仅具有理论上的多项式复杂性，而且在解决实际问题中也很有效[16]-[18]。我们将
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Ross C [19]求解线性规划问题的方法推广到求解不允许卖空证券组合投资模型的二次凸规划问题中。 
在不允许卖空证券组合投资模型(1)中，令 ( )T,A r e= ， ( )T

0 ,1b r= ，模型(1)转化为如下凸二规划问题(QP) 

T1min
2

. .
0

x Vx

s t Ax b
x





=
 ≥


 

由引理可知，(QP)的对偶规划问题(QD)为 

T T

T

1max
2

. .
0

b y x Vx

s t A y z Vx
x

 −
 + =
 ≥


 

其中协方差矩阵 n nV R ×∈ 为正半定矩阵， 2 nA R ×∈ ， ( ) 2r A = ， nx R∈ ， 2b R∈ ， 2y R∈ ， nz R∈ 。假设

(QP)和(QD)满足内点条件，即存在 ( )0 0 0, ,x y z 使得 
0 0 0 T 0 0 0, 0, 0, 0Ax b x Vx A y z z= ≥ − + + = ≥ 。 

利用内点法求解(QP)和(QD)的最优解，等价于求解下列参数问题 

T

, 0

0, 0

Ax b x
Vx A y z z

xz eµ

= ≥

− + + = ≥
 =

                                (2) 

其中 ( ) ( )1, 2, ,i iixz x z i n= =  ， ( )T1,1, ,1e =  。 

如果内点条件(IPC)成立，那么对任取 0µ > ，方程组(2)有唯一解，记作 ( ) ( ) ( )( ), ,x y zµ µ µ ，称为原

始–对偶问题(QP)和(QD)的一个 µ 中心。全体 0µ > 的 µ 中心构成(QP)和(QD)的中心路径。当 0µ → 时，

( ) ( ) ( )( ), ,x y zµ µ µ 趋于(QP)和(QD)的最优解。利用牛顿法求解方程组(2)，即为经典的原始–对偶路径跟

踪算法。我们将(2)中的 xz eµ= 用 ( )xz eϕ ϕ
µ

 
= 

 
 ( : n nR Rϕ + + 是一一对应函数)来代替，那么(2)转化为如

下形式 

( )

T

, 0

0, 0

Ax b x
Vx A y z z

xz eϕ ϕ
µ


 = ≥− + + = ≥
      

=

                                (3) 

应用牛顿法确定牛顿搜索方向 ( ), ,x y z∆ ∆ ∆ ，将(3)式中的第 3 个方程线性化，则得到新的迭代方程 

( ) ( )

T

0,

0,

1

A x
V x A y z

xz xzz x x z eϕ ϕ ϕ
µ µ µ


 ∆ =− ∆ + ∆ + ∆ =
     ′ ∆ + ∆ = −       

                          (4) 
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作如下投影变换 

: xzu
µ

= ， : zd
x

= ， : u xdx
x
∆

= ， : u zdz
z
∆

= 。 

于是方程(4)转化为 

T

1

0
0

Adx
A dy dz Vdx
dx dz u u−

 =
 + − =
 + = +

                                  (5) 

其中 11A AU x
µ

−= ， 1 11V U XVU x
µ

− −= ； ( )1 2diag , , , nU u u u=  ， ( )1 2diag , , , nX x x x=  。 

当引入一个函数ϕ 时，使得其在 u e= 取最小值且 ( ) 0eϕ = ，则方程(4)转化为 

( )

T

0
0

A x
V x A y z

z x x z u uµ ϕ

∆ =
− ∆ + ∆ + ∆ =
 ∆ + ∆ = −

                                 (6) 

由于内点法解线性规划与二次规划问题具有良好的多项式复杂度与稳定性[20]，取 11
2

u uδ −= − ，

以下给出原始–对偶多项式内点算法求解不允许卖空证券组合投资模型的计算方法。 
 
求解不允许卖空证券组合投资模型的原始-对偶多项式算法 

Step 1 给定精度 0ε > ， 0 1θ< < ， 0 1τ< < ，其中
1

8 n
θ = ，

1
2

τ = ，设初始点 ( )0 0 0, ,x y z 满足内点条件，使得
( )T0 0

0 x z
n

µ = 且

( )0 0 0, ,x zδ µ τ< 。令 : 0k = ； 

Step 2 若 ( )Tk kx z ε≤ ，则停止，否则转下一步； 

Step 3 令 ( ): 1k kµ θ µ= − ，当 ( ), ,k k kx zδ µ τ≥ ，计算方程组(6)得到迭代方向 ( ), ,x y z∆ ∆ ∆ ； 

Step 4 置 ( ) ( )1 1 1, , , ,k k k k k kx y z x x y y z z+ + + = + ∆ + ∆ + ∆ 且 1k kµ µ+ = ， : 1k k= + ，转 Step2。 

4. 计算实例 

考虑 6 种证券的 Markowitz’s 证券组合投资模型(文献[9])，其收益率方差矩阵为 

0.2100 0.2100 0.2210 0.2160 0.1620 0.2150
0.2100 0.2250 0.2390 0.2160 0.1680 0.2190
0.2210 0.2390 0.2750 0.2460 0.1890 0.2470
0.2160 0.2160 0.2460 0.2560 0.1850 0.2540

0.1620 0.1680 0.1890 0.1850 0.1420 0.1880
0.215

V

− −
− −
− −

=
− − − −

− −
− 0 0.2190 0.2470 0.2540 0.1880 0.2660

 
 
 
 
 
 
 
  − − − 

， 

6 种证券的期望收益率向量为 

( )T0.1850 0.2050 0.2290 0.2180 0.1670 0.2390r = ， 

预期的证券组合收益率为 0 0.2050r = 。 
取 610ε −= ， 0 6µ = ， ( )T0 1, 1y = − − ， ( )T0 1,1,1,1,1,1z = ，算法从初始点 ( )T0 1,0,0,0,0,0x = 出发，经

过 40 次迭代到达最优解 ( )T* 0.0651  0.0000  0.1348  0.1994  0.3465  0.2542x = ，对应的证券组合选择模型

的最小方差为 ( ) ( )T2 * * 0.003337p x V xσ = = ，为了方便比较，将决策变量的当前值显示到小数点后 4 位，
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其它数据显示到小数点后 6 位。不允许卖空证券组合选择模型的原始–对偶问题多项式内点算法的寻优

过程如表 1 所示。 
 
Table 1. The optimization process for Primal-Dual polynomial interior point method   
表 1. 原始–对偶问题多项式内点算法的寻优过程 

k  ( )Tkx  ( ) ( )T1
2

k kx V x  

0 (1.0000e+00   0.0000e+00   0.0000e+00   0.0000e+00   0.0000e+00   0.0000e+00) 1.0500e−01 

1 (1.0000e+00   6.0046e−16   6.0046e−16   6.0046e−16   6.0046e−16   6.0046e−16) 1.0500e−01 

2 (1.0000e+00   3.0023e−15   3.0023e−15   3.0023e−15   3.0023e−15   1.1198e−14) 1.0500e−01 

3 (1.0000e+00   7.0054e−15   7.0054e−15   7.0054e−15   1.3222e−14   2.3397e−14) 1.0500e−01 

4 (1.0000e+00   7.9272e−14   2.1593e−13   1.1452e−13   5.8835e−14   2.3397e−20) 1.0500e−01 

5 (1.0000e+00   1.7489e−13   4.4887e−13   2.4580e−13   1.0940e−13   3.3580e−14) 1.0500e−01 

6 (1.0000e+00   1.6250e−13   4.4887e−19   1.7075e−13   1.2255e−13   4.9114e−13) 1.0500e−01 

7 (1.0000e+00   3.5041e−12   6.7834e−12   4.3199e−12   2.3568e−12   3.6788e−12) 1.0500e−01 
8 (1.0000e+00   7.4516e−12   1.4114e−11   9.1560e−12   5.0509e−12   8.1433e−12) 1.0500e−01 

9 (1.0000e+00   1.4109e−11   1.4114e−17   1.4257e−11   1.0789e−11   4.4152e−11) 1.0500e−01 

10 (1.0000e+00   5.9571e−11   4.5956e−11   6.5662e−11   4.3258e−11   1.3668e−10) 1.0500e−01 
11 (1.0000e+00   7.8772e−10   2.1894e−09   1.0588e−09   4.9656e−10   9.4548e−11) 1.0500e−01 

12 (1.0000e+00   1.6541e−09   4.4533e−09   2.2059e−09   1.0488e−09   3.5461e−10) 1.0500e−01 

13 (1.0000e+00   1.5509e−09   4.4533e−15   1.5625e−09   1.1819e−09   4.8561e−09) 1.0500e−01 
14 (1.0000e+00   3.4634e−08   6.6770e−08   4.2995e−08   2.3230e−08   3.6093e−08) 1.0500e−01 

15 (1.0000e+00   7.3610e−08   1.3894e−07   9.1021e−08   4.9534e−08   7.9928e−08) 1.0500e−01 

16 (1.0000e+00   1.3828e−07   1.3894e−13   1.3934e−07   1.0545e−07   4.3294e−07) 1.0500e−01 
17 (1.0000e+00   5.8994e−07   4.5897e−07   6.5011e−07   4.2800e−07   1.3498e−06) 1.0500e−01 

18 (9.9995e−01   7.7768e−06   2.1536e−05   1.0447e−05   4.9052e−06   1.0152e−06) 1.0499e−01 

19 (9.9990e−01   1.6331e−05   4.3811e−05   2.1768e−05   1.0377e−05   3.6654e−06) 1.0497e−01 
20 (9.9991e−01   1.5373e−05   4.3811e−11   1.5488e−05   1.1731e−05   4.8135e−05) 1.0466e−01 

21 (9.9797e−01   3.4438e−04   6.6224e−04   4.2734e−04   2.3111e−04   3.6074e−04) 1.0427e−01 

22 (9.9568e−01   7.3055e−04   1.3756e−03   9.0320e−04   5.1130e−04   7.9709e−04) 1.0252e−01 

23 (9.9178e−01   1.3885e−03   1.3756e−09   1.3981e−03   1.0833e−03   4.3530e−03) 9.6834e−02 

24 (9.6667e−01   5.6507e−03   4.2952e−03   6.2206e−03   4.1374e−03   1.3025e−02) 6.9895e−02 

25 (6.5027e−01   5.8771e−02   1.6060e−01   8.1858e−02   3.7719e−02   1.0776e−02) 4.2488e−02 
26 (2.6267e−01   9.5261e−02   2.4709e−01   1.3668e−01   2.2587e−01   3.2423e−02) 5.5814e−03 

27 (2.7374e−01   9.5590e−02   2.4709e−07   2.1050e−02   2.6302e−01   3.4660e−01) 8.5576e−03 

28 (1.5463e−01   1.5045e−01   1.6823e−01   1.6639e−01   1.7206e−01   1.8824e−01) 2.1130e−03 
29 (1.0906e−01   8.5352e−02   8.3483e−02   4.1329e−01   2.5383e−01   5.4997e−02) 3.2099e−03 

30 (1.3066e−01   1.1315e−01   1.3669e−01   2.9589e−01   1.9766e−01   1.2597e−01) 1.9941e−03 

31 (1.1865e−01   8.3414e−02   8.4267e−02   2.6908e−01   2.6692e−01   1.7766e−01) 1.9313e−03 

32 (1.1148e−01   5.7987e−02   1.1195e−01   2.6627e−01   2.6455e−01   1.8777e−01) (1.8225e−03 

33 (9.6383e−02   5.0463e−02   1.0170e−01   2.2584e−01   2.9756e−01   2.2806e−01) 1.7151e−03 

34 (7.5932e−02   1.7292e−02   1.2664e−01   2.1682e−01   3.2566e−01   2.3765e−01) 1.6944e−03 
35 (6.5994e−02   2.0439e−03   1.3400e−01   2.0172e−01   3.4424e−01   2.5200e−01) 1.6731e−03 

36 (6.5555e−02   1.3254e−03   1.3385e−01   1.9949e−01   3.4567e−01   2.5411e−01) 1.6711e−03 

37 (6.5171e−02   1.9149e−04   1.3469e−01   1.9958e−01   3.4633e−01   2.5404e−01) 1.6689e−03 

38 (6.5126e−02   1.2591e−04   1.3467e−01   1.9935e−01   3.4647e−01   2.5425e−01) 1.6687e−03 

39 (6.5090e−02   1.7904e−05   1.3475e−01   1.9936e−01   3.4653e−01   2.5425e−01) 1.6685e−03 
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从文献[9]的有效集计算方法与本文算法对上例不允许卖空证券组合投资模型分别计算结果中比较可

以得知，本文提出的原始–对偶多项式内点算法在计算方面与有效集算法的求解结果是一致的，符合科学 
计算方法的设计思路，计算结果可行有效。在求解过程中，若给出的初始点 ( )0 0 0, ,x y z 满足 0 nx R++∈ ，

0 2y R++∈ 且 0 nz R++∈ ，同时 0 0µ > ，使得 ( )0 0 0 1, ,
2

x zδ µ τ≤ = 。当 ( ) 01µ θ µ+ = − ，
1
8n

θ = ，则

( ) ( ) ( )
20 0 1 1 1 1, ,

4 16 1 8 1 2
x z θδ µ

θ θ
+ −

≤ + + ≤
− −

。当 ( )20 0 1, ,
2

x zδ µ+ ≤ 时，经过一次迭代后 

( )2 1, ,
2

x zδ µ+ + + ≤ ，即 ( ) ( )T 2k kx z n δ µ≤ + ， ( )2 1, ,
2

x zδ µ ≤ 。因此，当
1
8n

θ = 时，算法至多经过

0

log nK n µ
ε

 
=  
 

次迭代就可以产生可行解 ( ), ,k k kx y z ，使得 ( )Tk kx z ε≤ 。于是该原始–对偶多项式内

点算法具有多项式复杂度。 

5. 结束语 

本文给出了计算不允许卖空证券组合投资模型的原始–对偶多项式内点算法，理论分析与实例计算

表明，该算法由于对偶迭代 ( ), ,k k kx y z 的表达式中包含了一些对偶问题的部分信息，可以帮助我们更好

更快地对原问题进行改进，计算实验表明原始–对偶多项式内点算法比有效集算法更加有效与稳定，同

时该算法可以有多项式时间下得到不允许卖空证券组合投资模型的数值最优解，使整个算法具有较高效

率。对于研究制定各种动态证券组合投资和风险控制策略具有一定的理论意义与实用价值。本文的进一

步研究将是设计允许卖空条件下证券组合投资模型的内点算法，并分析算法的效率与稳定性。 
本文中的计算实例算法使用 Matlab 软件编程实现。 
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