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Abstract: Aiming at the solution for a class of boundary value problem of Thomson equation, we found that 
its solution can be obtained by structuring similar kernel function with the coefficients of non-homogeneous 
left boundary condition. While the similar kernel function is constructed by both the function of guide solu-
tion and the coefficients of homogeneous right boundary condition. Thus, a new method of solving such kind 
of boundary value problem is obtained—Similar Constructive Method. 
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摘  要：针对 Thomson 方程的一类边值问题的解式进行研究，发现其解式可由相似核函数和非齐次左

边值条件中的系数进行组装得到，而相似核函数由引解函数以及齐次右边值条件中的系数来构造，由

此获得了求解该类边值问题的一种新方法——相似构造法。 
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1. 引言 

在数论中，任何一个实数都能用一个连分式表示出来[1]。而一个微分方程对于某个固定类型的边值问题而

言，其解曲线簇中的曲线都具有几何上相似或放射相似性；那么其解式能否用一个连分式或连分式的乘积表示

出来呢？自 2004 年李顺初等人分别对一些二阶齐次线性常微分方程、二阶齐次线性常微分方程组、二阶齐次线

性偏微分方程、二阶齐次线性偏微分方程组以及一些油气藏工程中的渗流方程的解进行了研究，不仅对此做出

了肯定的回答，还逐渐形成了微分方程解的相似结构理论以及解的相似构造法[2-17]。 

Thomson 方程被誉为表面化学四大方程之一[18]，其边值问题尤其在化学工业领域中得到广泛应用，如：石

油化工，感光化学等。为使有关 Thomson 方程的边值问题能在实际工程中的应用变得更加方便，本文就 Thomson

方程边值问题[19] 
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( D E F G H a b、 、 、 、 、 、 、 为已知常数且 2 2 20, 0, 0 , i 1D G H a b       )进行研究。首先对 Thomson 方程

进行变量替换找到该方程的两个线性无关解并用这两个解来构造引解函数；其次求边值问题(1)在非齐次左边值

条件一种特殊情形下的解，得到相似核函数(用引解函数和齐次右边值条件中的系数表示出来)；再次求出边值问

题(1)的解(用相似核函数和非齐次左边值条件中的系数组装得到)。最后给出相似构造法的具体步骤，并举例说

明该方法及其优越性。本文的研究不仅有利于 Thomson 方程边值问题在实际工程中的应用，还能进一步完善微

分方程解的相似结构理论以及扩宽相似构造法的应用范围。 

2. 预备知识 

引理 1：Thomson 方程可经过变量替换[19] ix  ，化为： 
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证明：若对 Thomson 方程的自变量 x作替换 ix  ，因 
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则 Thomson 方程可化为： 

 
2

2 2 2
2

d d
0

dd

y y
y   


                                       (2) 

(2)式是以自变量为 的变型 Bessel 方程。 

引理 2：Thomson 方程的通解可以写为： 

   iy AI x BK x   i                                       (3) 

其中： A B、 是任意实数， 分别为   I K  、  阶的第一和第二类变型 Bessel 函数。 

证明：因为变型 Bessel 方程(2)的通解可以表示为[19]： 

   y AI BK     

则由引理 1 知，令 ix  ，即可得到 Thomson 方程的通解为： 

   i iy AI x BK x    

为能方便简洁地把边值问题(1)的解表示出来，下面引入引解函数并给出其微分性质。 

引理 3：作二元函数： 

           1

, , , 1
m n

m n m n m nx y t K tx I ty I tx K ty                            (4) 

分别令二元函数(4)式中的参数 i , 1; ,t m n      ; 1 ，即可得到引解函数： 

         , , , i i i i i ,x y K x I y I x K y                               (5) 

         1, 1 1, , i i i i i ,x y K x I y I x K y                             (6) 

         , 1 1 1, , i i i i i ,x y K x I y I x K y                             (7) 
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且它们具有如下的微分性质： 
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                   (12) 

证明：对(4)中的 进行赋值易得(5)~(8)式。 m n t、 、

下面证明引解函数的微分性质。 

根据变型 Bessel 函数的微分性质[20]： 
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对(5)式两边的自变量 x求导得： 
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即(9)式得证。 

同理可证(10)~(12)式。 

3. 主要定理及其证明 

先求边值问题(1)在非齐次左边值条件的一种特殊情形下的解，它将是边值问题(1)的解的相似结构中的相似

核函数。 

定理 1：若边值问题 
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(其中参数的限制与(1)中的相同)有解，则其解是唯一的且可以表示为： 
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(14) 
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证明：由引理 2 知 Thomson 方程的通解为(3)式，故 
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由 1x ay   可得： 
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再由边值问题(13)中的齐次右边界条件   0
x b

Gy Hy

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                         (17) 

(16)、(17)式是关于待定系数 ,A B的线性方程组，其系数矩阵为： 
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简记为 ，不难得到其增广矩阵11 12

21 22

R R

R R
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R 。由边值问题(13)的解的存在性可得 

    1 2r r  或R R 。 

首先，证明边值问题(13)的解是唯一的。 

假设边值问题(13)的解不唯一，那么有     1r r R R 。现分情况进行讨论。 

①当矩阵 R 有零行时，由变型 Bessel 函数的零点存在定理[20]可知： 不可能同时为 0，故只讨论

的情况。由

11 12R R、

21 22 0R R  21 22 0R R  ，可得到如下关于 的线性方程组： G H、
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                                 (18) 

容易得到方程组(18)的系数行列式为： 

   
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i i

i i

I b I b

K b K b

 
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
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
 

根据变型 Bessel 函数 Wronski 公式[20]知： 1

1
0

ib
    ，则齐次线性方程组(18)只有零解，即 ，这与

相矛盾。 

0G H 
2 2 0G H 

②当 都不为 0 时，因11 12 21 22R R R R、 、 、   1r R  ，故有矩阵 R 的两行或两列对应成比例。 

当两行对应成比例时，不妨设比例系数为 0  ，那么经过初等行变换后增广矩阵 R 可变为： 

11 12 1

0 0

R R


 

   
R  

显然此时    r rR R ，这与     1r r R R 矛盾。 

当两列对应成比例时，由于矩阵 R 的两列对应成比例，那么   1r R ，   2r R ，这与     1r r R R 矛盾。 
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③如果矩阵 R 出现零列，那么增广矩阵 R 只出现下面两种情况： 

12 11

22 21

0 1 0
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再由①中的讨论可知，这与边值问题(13)的解的存在相矛盾，所以矩阵 R 不会出现零列。 

由①、②、③可知     2r r R R ，即边值问题(13)的解是唯一的。 

其次，证明边值问题(13)的解可以表示为(14)式。 

由边值问题(13)有唯一解知，关于待定系数 ,A B的线性方程组(16)、(17)的系数行列式 ，再由引理 3，

并经化简得： 
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       (19) 

利用 Cramer 法则求得： 
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1
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H
iA GK b K b H K b

b  



      

                    (20) 
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i                      (21) 

现在把(20)、(21)式代入(3)式，可得边值问题(13)的解： 
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再利用(19)式以及引理 3，即可得到(14)式。 

定理 2：若边值问题(1)有解，则其解是唯一的且可以表示为： 

 
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1
y D x

F aE
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
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                             (22) 

证明：与定理 1 同理可证边值问题(1)的解是唯一的。此处略。 

下面证明边值问题(1)的解可以表示为(22)式。 

由引理 2 知 Thomson 方程的通解为(3)式，由边值问题(1)的非齐次左边在值条件 可

得： 
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 
                   




(23) 

由边值问题(1)的解是唯一的知，关于待定系数 ,A B的线性方程组(17)、(23)的系数行列式 ，再利用引

理 3，并经化简得： 

0 

           

       

, , , 1 , 1,

2

, 1, , 1 1, 1

, , i , , i i , , i 1 , , i i , , i

, , i i , , i i , , i i , , i

E G a b H a b a b EF G a b a b
b a

H a b a b a b a b
ab b a

         

       

     

     


 

   

                  
      
 



(24) 
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利用 Cramer 法则求得： 

     1

1
i i i iA GK b K b H K b

b  




       
                       (25) 

     1

1
i i i

H
B GI b I b H I b

b  



      

i                          (26) 

把(25)和(26)式代入(3)式可得边值问题(1)的解： 

       
       

1

1

i
i i i

i
i i i i

xI x H
y GK b K b H K

b

K x H
GI b I b H I b

b



  



  









       

     

ib

 

再利用(24)式以及引理 3，并经整理后得到(22)式。 

由定理 1 和定理 2，可得到如下在实际应用中十分有用几个的推论。 

推论 1：在边值问题(1)或(13)中，若齐次右边界条件为   0y b  (即 0, 0H G  )，则相应的相似核函数： 

 
 

   
,

, 1,

, , i

, , i i , , i

x b
x

a b a b
a

 

   



   

 


                           (27) 

推论 2：在边值问题(1)或(13)中，若齐次右边界条件为   0y b  (即 0, 0G H  )，则相应的相似核函数： 

 
   

       
, , 1

2

, 1, , 1 1, 1

, , i , , i

, , i i , , i i , , i i , , i

x b i x b
bx

a b a b a b a b
ab b a

   

       

  

     



   


 

  
              (28) 

推论 3：边值问题(1)的解式(22)的结构中的第一个连分式有如下性质： 

   

 
1x a

D
y x Fy x

E
F a


   




                                (29) 

(29)式反映了解在非齐次左边值处本质性的特征，在实际应用中起着十分重要的作用。 

4. 相似构造法步骤 

经过对引理 2、定理 1 和定理 2 的分析知，相似核函数实质上是边值问题(1)在一种特殊的非齐次左边值条

件  1
x a

y


  下的解且该解可由引解函数    , , , i , 1; , 1m n x y m n       ，

 

和齐次右边值条件中的系数表

示出来，而边值问题(1)的解又可由相似核函数以及非齐次左边值条件中的系数进行组装得到。

根据以上分析可建立求解 Thomson 方程边值问题的一种新方法(相似构造法)，其具体步骤如下： 

第一步：根据 (5)~(8)式，由 Thomson 方程的两个线性无关的解   i iI x K x 、 ，作引解函数：

   , , , i , 1; , 1m n x y m n       。 

第二步：根据(14)式，由引解函数及齐次右边值条件   0
x b

Gy Hy


  的系数 生成相似核函数：G H、  x ，

并计算 。  a

第三步：根据(22)式，由非齐次左边界条件  1
x a

Ey EF y D


     的系数D E 与相似核函数进行组装

而得到边值问题(1)的解。 

F、 、

实例 求解边值问题： 
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 
 
 

2 2

1

2

i 1

1

2 0

x

x

x y xy x y

y x

y x





 0    
  


 

                                  (30) 

解：第一步由   1 1i iI x K x、 是边值问题(30)定解方程的两个线性无关解，根据(5)~(8)式作引解函数： 

         
         
         
         

1,1 1 1 1 1

2,1 2 1 2 1

1,2 1 2 1 2

2,2 2 2 2 2

, , i i i i i ,

, , i i i + i i ,

, , i i i + i i ,

, , i i i i i ,

x y K x I y I x K y

x y K x I y I x K y

x y K x I y I x K y

x y K x I y I x K y









 





 

 

第二步由(14)式构造相似核函数： 

                 
               

                

1 1 1 1 1 2 1 2

1 1 1 1 2 1 2 1

1

1 2 1 2 2 2 2 2

i 2 i i 2 i 2 i i 2 i 2 i i 2 i

i 2 i i 2 i i i 2 i i 2 i

2 i i 2 i i 2 i 2i i 2 i i 2 i

x K x I I x K K x I I x K

K I I K K x I I x K

K I I K K I I K


      

     

        

 

                 
               

               

1 1 1 1 1 2 1 2

1 1 1 1 2 1 2 1

1

1 2 1 2 2 2 2 2

1 i 2 i i 2 i 2 i i 2 i 2 i i 2 i

i 2 i i 2 i i i 2 i i 2 i

+2 i i 2 i i 2 i 2i i 2 i i 2 i

K I I K K I I K

K I I K K x I I x K

K I I K K I I K


      

     

       

 

第三步由(22)式可得边值问题(30)的解： 

               
               

                

1 1 1 1 1 2 1 2

1 1 1 1 2 1 2 1

1

1 2 1 2 2 2 2 2

i 2 i i 2 i 2 i i 2 i 2 i i 2 i

i 2 i i 2 i i i 2 i i 2 i

+2 i i 2 i i 2 i 2i i 2 i i 2 i

y K x I I x K K x I I x K

K I I K K x I I x K

K I I K K I I K


     

     

      



 

5. 结论 

根据相似构造法的步骤知：只需要知道边值问题的定解方程的两个线性无关解，首先构造二元函数并由二

元函数生成引解函数，其次由引解函数以及非齐次左边界条件中的系数构造相似核函数，最后由相似核函数以

及其次右边界条件中的系数进行组装得到边值问题的解。应用相似构造法解该类边值问题可以把复杂的问题简

单化，到达事半功倍的效果。 

一方面相似构造法能够避免繁琐的求解过过程，另一方面该方法还有利于计算机程序员编程；同时它不仅

是微分方程边值问题解的理论创新，更是一种思想创新。另外，从最终构造出来的解的结构式看很容易发现边

值问题的解与边界条件中的系数之间的关系，这对于该类边值问题在工程中的应用有着非常重要的实际意义。 
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