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Abstract 
A class of time-varying dynamic systems with random nonlinearity are studied in this paper. This 
system contains the following network phenomena: The system’s uncertainty, random occurrence 
non-linearity and non-fragility, among which random occurrence non-linearity is represented by a 
random variable obeying Bernoulli distribution, non-fragility satisfies the norm bounded uncer-
tainty. The aim of this paper is to propose a robust non-fragile state estimation algorithm for sto-
chastic nonlinearity. Since the estimated error covariance matrix cannot be expressed accurately, 
we find the upper bound of the error covariance matrix and minimize the trace of the upper bound 
by designing the filter gain matrix. Finally, a numerical simulation is given to illustrate the practi-
cability of the algorithm. 
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摘  要 

本文研究了一类带有随机发生非线性的时变动态系统非脆弱递归状态估计问题。本系统包含以下几种网

络现象：系统的不确定性、随机发生非线性和非脆弱，其中随机发生非线性通过一个服从伯努利分布的

随机变量来刻画，非脆弱满足的是范数有界不确定性。本文的目的是提出一种针对随机发生非线性的鲁

棒非脆弱状态估计算法。由于估计误差协方差矩阵不能精确地表达出来，于是我们找到误差协方差矩阵

的上界，并且通过设计滤波增益矩阵使得该上界的迹达到最小。最后，给出一个数值仿真来说明该算法

的实用性。 
 
关键词 

非线性的时变动态系统，伯努利分布，鲁棒非脆弱状态估计算法，滤波增益矩阵 

 
 

Copyright © 2019 by authors and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

随着现代科学技术的迅猛发展，网络化系统变得越来越重要。通常研究的网络化系统往往都是线性

系统，而在现实生活中，系统往往都具有非线性，而且这种非线性往往都是随机发生的，因此研究非线

性化网络系统显得越来越重要。 
状态估计问题是控制工程领域与航空航天领域的研究重点。它是基于已知的测量输出，运用经典卡

尔曼滤波理论估计出系统内部未知的信号，或者是还原受噪声扰动的真实的信号。目前而言，状态估计

涉及的领域十分广泛，包括航天、军事、控制工程等领域都或多或少会用到状态估计的相关理论，具体

而言，在目标渐进跟踪、多波次导弹齐射、卫星定位等方面都有具体应用。另一方面，系统中的非线性

部分往往是随机发生的，往往会呈现出多样性等特点，但是相对于线性系统的状态估计，非线性系统的

状态估计研究的相对较少。故而，非线性系统的状态估计问题引起了国内外专家学者的广泛关注。 
随着科学技术的不断进步与发展，状态估计理论要解决的问题也越来越广泛与复杂。由于在估计器

的设计及参数实现过程中，不可避免地存在着不确定因素，使得估计器参数不可能准确实现，从而导致

系统的性能变差甚至不稳定。于是，要求所设计的估计器具有一定的调节能力来满足系统性能的需要，

也就是所设计的估计器要有一定的弹性。在过去的几十年里，关于状态估计器的弹性问题得到了广泛的

关注[1]-[13]。文献[14]解决了具有耦合时滞的 Markov 跳变复杂网络的状态估计问题，考虑了估计参数不

确定性是与网络节点和模态相关的情形，提出了更具鲁棒性的状态估计方法。文献[15]考虑了多重测量丢

失和概率发散扰动对时变动态网络的影响，解决了该类网络的弹性 H∞状态估计问题并给出了相应的状态

估计设计方法。因此，研究这类现象显得尤为重要。 

2. 主要结论 

在本文中，考虑如下的时变系统： 

( ) ( )1k k k k k k k k kx A A x f x Bξ α ω+ = + + +  
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( )k k ky h x v= +                                     (1) 

式中， kx 为 k 时刻系统的状态变量， ky 是测量输出； ( )kf x 、 ( )kh x 均为非线性函数； kω 是均值为零方

差为 kQ 的过程噪声； kν 是均值为零方差为 kR 的测量噪声； , ,k k kA A B 均为系统矩阵； kα 与 kξ 均为服从伯

努利分布的随机变量，分别刻画随机发生的非线性与随机发生的不确定性，并满足以下条件： 

{ } { }Prob 1k k kα α α= = =  

{ } { }Prob 1k k kξ ξ ξ= = =                                 (2) 

其中 kα 与 kξ 是已知的常数。 
假设：非线性函数 ( )kf x 满足如下的利普希茨条件： 

( ) ( )k k k kf x f z l x z− ≤ −                                (3) 

非线性函数 ( )kh x 满足如下的利普希茨条件： 

( ) ( )k k k kh x h z l x z− ≤ −  

其中 l 为已知的利普希茨系数。 
在本文中，构造如下形式的滤波器： 

( ) ( )1| |ˆ ˆ ˆk k k k k k k k kx A A x f xξ α+ = + +                              (4) 

( ) ( )1| 1 1| 1 1 1 1|ˆ ˆ ˆk k k k k k k k kx x K K y h x+ + + + + + +
 = + + ∆ −   

式中 |ˆk kx 是 kx 在 k 时刻的状态估计， 1|ˆk kx + 是 kx 在 k 时刻的一步预测， 1| 1ˆk kx + + 是 1k + 时刻的状态估计， 1kK +

是 1k + 时刻的滤波增益矩阵， 1 1 1 1k k k kK M F N+ + + +∆ = 为增益扰动矩阵， 1 1 1, ,k k kM F N+ + + 均为刻画增益扰动的

矩阵， 1 1,k kM N+ + 是已知的适当维数的矩阵，矩阵 1kF + 未知满足 T
1 1k kF F I+ + ≤ ，I 为单位矩阵。 

本文主要有以下两个目的。第一，针对具有随机发生非线性的时变系统设计形如(4)的滤波器，得到

滤波误差协方差矩阵的上界，即找到一正定矩阵 1 1k k+ +Σ 满足如下关系式： 

( )( ){ }T

1 11 1 1 1 1 1ˆ ˆk kk k k k k kE x x x x+ ++ + + + + +− − ≤ ∑                          (5) 

第二，通过设计适当的滤波器增益使得滤波误差协方差矩阵上界的迹达到最小。 

3. 具有随机发生非线性的递推滤波器设计 

首先，介绍如下几个引理： 

引理 1 对于两个实列向量 , na b R∈ ，则下面的不等式成立： 
T T T 1 Tab ba aa bbε ε −+ ≤ +                                 (6) 

其中 ε 是已知的正数。 
引理 2 针对适当维数的矩阵 , , ,A H E F ，F 满足 TFF I< ，令 X 是一个正定对称矩阵，且 γ 是一个正

数，满足 1 T 0I EXEγ − − > ， 
则如下不等式成立 

( ) ( )

( )

T

11 T T 1 T

A HFE X A HFE

A X E E A HHγ γ
−− −

+ +

≤ − +
                             (7) 

为了书写方便引入如下记号： 
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11 1ˆkk k k kx x x++ += − ，为一步预测误差， 

11 1 1 1ˆkk k k kx x x++ + + += − ，为滤波误差， 

从(1)~(4)可得 

( )
( ) ( )

1| | |

ˆ
k k k k k k k k k k k k k k

k k k k k

x A x A x A x f x

f x f x B

ζ ζ α

α ω
+ = + + +

 + − + 

  

                         (8) 

同理得到滤波误差 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

1| 1 1 1| 1

1| 1 1 1 1 1|

1| 1 1 1 1|

1 1 1

ˆ

ˆ

ˆ

  

k k k k k

k k k k k k k k

k k k k k k k

k k k

x x x

x K K h x v h x

x K K h x h x

K K v

+ + + + +

+ + + + + +

+ + + + +

+ + +

= −

 = − + ∆ + − 
 = − + ∆ − 

− + ∆







                    (9) 

引理 3 系统状态的协方差矩阵的上界 

{ }T
1 1 1k k kX E x x+ + += 表达式如下 

( ) ( )
( ) ( )

1
1 1 2 1 2

1 1 2
2 3

1

1 1

 1

:

k k k k k k k k

k k k k k

k

X A X A A X A

l tr X I B Q B

X

ε ε ε ε ξ

ε ε α

Τ − Τ
+

− − Τ

+

≤ + + + + +

+ + + +

=

                    (10) 

证明： 

{ }
( ) ( ){ }

T
1 1 1

T T T

T T T T
1 1 2 2 3 3

k k k

k k k k k k k k k

k k

X E x x

A X A A X A E f x f x

B QB H H H H H H

ξ α

+ + +=

= + +

+ + + + + + +

 

其中 

( ){ }
( ){ }

1

2

3

k k k k

k k k k

k k k k k

H A X A

H A E x f x

H A E x f x

ξ

α

ξ

Τ

Τ

Τ

=

=

= ∂

                               (11) 

应用引理 1 可得 

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

1
1 1 1 1

1
2 2 2 2

1
3 3 3 3

k k k k k k k

k k k k k k

k k k k k k k

H H A X A A X A

H H A X A E f x f x

H H A X A E f x f x

ε ε ξ

ε ε α

ε ξ ε α

Τ Τ − Τ

Τ Τ − Τ

Τ Τ − Τ

+ ≤ +

+ ≤ +

+ ≤ +

 

其中 ( )1,2,3i iε = 为正常数，则有 

( ) ( )
( ) ( ) ( ){ }

1
1 1 2 1 2

1 1
2 3

1 1

1

k k k k k k k k

k k k k k k

X A X A A X A

E f x f x B Q B

ε ε ε ε ξ

ε ε α

Τ − Τ
+

− − Τ Τ

≤ + + + + +

+ + + +
                    (12) 

根据不等式性质得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
k k k k kf x f x f x I f x f x IΤ Τ≤ =  
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( ) ( ){ } { } ( )2 2
k k k k kE f x f x l E x x l tr XΤ Τ≤ =                          (13) 

将上式代入(12)，得到系统上界协方差矩阵的表达式 

( ) ( )
( ) ( )

1
1 1 2 1 2

1 1 2
2 3

1 1

1

k k k k k k k k

k k k k k

X A X A A X A

l tr X I B Q B

ε ε ε ε ξ

ε ε α

Τ − Τ
+

− − Τ

≤ + + + + +

+ + + +
                    (14) 

定理 1 一步预测误差协方差 1k kP + 的递推表达式如下： 

( ) { }
( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ){ }

2 2
1| | |

2

1

 1

ˆ ˆ 

 

k k k k k k k k k k k k k k k k

k k k k

k k k k k

k k k

P A P A A P A A E x x A

E f x f x

E f x f x f x f x

B Q B L L

ξ ξ ξ

α α

α

Τ Τ Τ Τ
+

Τ

Τ

Τ Τ

= + + −

+ −

   + − −   

+ + +

                   (15) 

其中 

( ) ( ) ( ){ }| | ˆk k k k k k k k k kL E A x A x f x f xξ α
Τ

 = + −    { }T
k k k k k kP E x x=   为滤波误差协方差。 

证明： 
根据一步预测误差表达式(8)，很容易得到定理 1，故而证明从略。 

定理 2 滤波误差协方差 1 1k kP + + 的递推表达式如下： 

{ }
( ) ( ) ( ){

( ) ( ) } ( )

( ) ( )

1| 1 1| 1 1| 1

1| 1 1 1 1|

1 1| 1 1

1 1 1 1 1

ˆ

ˆ

k k k k k k

k k k k k k k

k k k k k

k k k k k

P E x x

P K K E h x h x

h x h x K K

K K R K K G G

Τ
+ + + + + +

+ + + + +

Τ Τ
+ + + +

Τ Τ
+ + + + +

=

 = + + ∆ − 

 × − × + ∆ 

+ + ∆ + ∆ + +

 

                   (16) 

其中 

( ) ( ) ( ){ }1| 1 1| 1 1ˆk k k k k k kG E x h x h x K K
Τ Τ

+ + + + +
 = − + ∆   

证明： 
根据滤波误差表达式(9)，很容易得到定理 2，故而证明从略。 

定理 3 考虑定理 1 和定理 2 给出的一步预测误差协方差和滤波误差协方差。令 1γ ， 2γ ， 1η ， 2η 是

大于零的数，如果下述黎卡提型差分方程 

( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1| 1 |

2
1

1 2 2
1 |

1

1 1

1

k k k k k k k k k k

k k k k k k k k

k k k k k k

A A A A

A X A l tr X I

l tr I B Q B

η ξ ξ

ξ ξ α α

η α

Τ

+

Τ
+

− Τ

Σ = + + Σ +

+ − + −

+ + Σ +

                        

( ) ( ) ( )
( )

( )

1 2
1| 1 2 1| 2 1|

1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

11 1
1 1 2 1 1 1 2 1 1

1 1k k k k k k

k k k k k k

k k k k k k k

l tr

K I N N K M M

K R N N K M M

η η

γ γ

γ γ

−
+ + + +

−Τ Τ − Τ
+ + + + + +

−− Τ Τ − Τ
+ + + + + + +

Σ = + Σ + + Σ

 × − +  

+ − +

                  (17) 

在初始条件下 
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0 0 0 0 0P∑ = > 有正解 1k k+∑ 和 1 1k k+ +∑ ，并满足以下两个约束条件： 

1
1 1 1 0k kI N Nγ − Τ

+ +− >  
1

2 1 1 1 0k k kI N R Nγ − Τ
+ + +− >  

则矩阵 1 1k k+ +∑ 是 1 1k kP + + 的上界。进一步而言，若滤波器增益采取如下形式： 

( ) ( ) ( ) ( ){ } 11 11 2 1
1 2 1| 1 1 1 1 2 1 11k k k k k k k kK l tr I N N R N Nη γ γ

−− −− Τ − Τ
+ + + + + + += + ∑ − + −              (18) 

那么可以保证上界 1 1k k+ +Σ 的迹达到最小。 

证明： 
考虑到定理 1 中的交叉项 L，应用引理 1 可得 

( )
( ) ( ) ( ) ( ){ }

2
1 | |

1 2
1 ˆ ˆ

k k k k k k k k k

k k k k k

L L A P A A P A

E f x f x f x f x

η ξ

η α

Τ Τ Τ

Τ−

+ ≤ +

   + − −   
                   (19) 

其中 1η 是一个大于零的标量。将上述不等式代入(15)可得 

( )( ) ( )
( ) { } ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

1| 1 |

1 2
1

1

1 1

ˆ ˆ1

k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k

k k k k k k k k

P A A P A A

A E x x A E f x f x

E f x f x f x f x B Q B

η ξ ξ

ξ ξ α α

η α

Τ

+

Τ Τ Τ

Τ− Τ

≤ + + +

+ − + −

   + + − × − +   

             (20) 

由于 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

ˆ ˆ

ˆ

ˆ ˆ

k k k k

k k

k k k k

f x f x f x f x

f x f x I

f x f x f x f x I

Τ

Τ

− −

≤ −

= − −

                            (21) 

故而 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
{ } ( )2 2

|

ˆ ˆk k k k

k k k k

E f x f x f x f x

l E x x l tr P

Τ

Τ

   − −   

≤ = 

                          (22) 

将公式(22)代入(20)，可得 

( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1| 1 |

2
1

1 2 2
1 |

1

1 1

1

k k k k k k k k k k

k k k k k k k k

k k k k k k

P A A P A A

A X A l tr X I

l tr P I B Q B

η ξ ξ

ξ ξ α α

η α

Τ

+

Τ
+

− Τ

≤ + + +

+ − + −

+ + +

 

同理可得 

( ) ( ) ( ){
( ) ( ) }( )

T 1
2 2 1 1 11 1

T T
1 1 1 1

ˆ

ˆ

k k kk k k k

k k k k

G G P K K E h x h x

h x h x K K

η η−
+ + ++ +

+ + + +

 + ≤ + + ∆ × − 

 × − + ∆ 

                (23) 

其中 2 0η > 是一个标量。将上式带入到(16)有 
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( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( )

1
1| 1 2 1| 2 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 1

ˆ ˆ

k k k k k k

k k k k

k k k k k k k

P P K K

E h x h x h x h x

K K K K R K K

η η−
+ + + + +

Τ

+ + + +

Τ Τ
+ + + + + + +

≤ + + + + ∆

   × − −   

× + ∆ + + ∆ + ∆

                (24) 

接下来应用引理 2， 

( ) ( ) ( ){
( ) ( ) }( )

( )( )( )

( ) ( )

1 1 1 1

1 1 1 1

2
1 1 1 1

12 1
1 1 1 1 1 1 11

ˆ

ˆ

k k k k

k k k k

k k k kk k

k k k k kk k

K K E h x h x

h x h x K K

l tr P K K K K

l tr P K I N N K M Mγ γ

+ + + +

Τ Τ
+ + + +

Τ
+ + + +

−Τ Τ − Τ
+ + + + ++

 + ∆ − 

 × − + ∆ 

≤ + ∆ + ∆

 ≤ − +  

                   (25) 

( ) ( )

( )
1 1 1 1 1

11 1
1 1 2 1 1 1 2 1 1

k k k k k

k k k k k k k

K K R K K

K R N N K M Mγ γ

Τ
+ + + + +

−− Τ Τ − Τ
+ + + + + + +

+ ∆ + ∆

≤ − +
                      (26) 

将上面两个不等式代入(24)  

( ) ( ) ( )
( )

( )

1 2
1| 1 2 1| 2 1|

1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

11 1
1 1 2 1 1 1 2 1 1

1 1k k k k k k

k k k k k k

k k k k k k k

P P l tr P

K I N N K M M

K R N N K M M

η η

γ γ

γ γ

−
+ + + +

−Τ Τ − Τ
+ + + + + +

−− Τ Τ − Τ
+ + + + + + +

≤ + + +

 × − +  

+ − +

                   (27) 

最后，证明由公式(18)给出的滤波器增益是最优的。对(17)的迹关于滤波器增益 1kK + 求偏导，并且令

偏导数等于零，得到滤波器增益 1kK + 如下所示 

( ) ( ) ( ) ( ){ } 11 11 2 1
1 2 1| 1 1 1 1 2 1 11k k k k k k k kK l tr I N N R N Nη γ γ

−− −− Τ − Τ
+ + + + + + += + ∑ − + −              (28) 

证毕。 

4. 数值仿真 

在本部分中，给出数值仿真来说明所提出的算法的有效性。 

考虑如下的系统参数： 

0.8 0.6
0.9 0.3kA
− 

=  − 
, 

1.6 1.2
1.4 0.8kA
− 

=  
 

, 

[ ]T0.60 0.60kB = , 
0.4 0
0 0.4kM

− 
=  
 

, 

0.3 0
0 0.3kN  

=  
 

, 

( ) T
1, 2, 1,sin cos cosk k k kf x x x x =   , 

( )
T2

2, 1, 2,cos sin sink k k kh x x x x =   , 

1, 1 1.5kγ + = , 

2, 1 1.2kγ + = , 
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( ) 1 21 1,2,3 , 1, 0.1i ki Qε η η= = = = =  

{ }0.1,0.1 , 0.76, 0.65k kR diag α ξ= = = , 

3l = ; 

在本仿真实验中，系统的初始值 

[ ]T0 0 0.5 0.2x = , 

估计状态的初始值为 

[ ]T0 0ˆ 0.85 0.6x = , 

估计误差协方差矩阵的初始值 0 0 4IΣ = 。具体仿真效果图如图 1 至图 4 所示。 
 

 
Figure 1. Contrast diagram of actual state trajectory 1,kx  and its filtering trajectory 1, |ˆ k kx  

图 1. 实际状态轨迹 1,kx 及其滤波轨迹 1, |ˆ k kx 对比图 
 

 
Figure 2. Contrast diagram of actual state trajectory 2,kx  and its filtering trajectory 2, |ˆ k kx  

图 2. 实际状态轨迹 2,kx 及其滤波轨迹 2, |ˆ k kx 对比图 
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Figure 3. Mean square error logarithm 1, |ˆ k kx  of filter 1, |k kx  and its minimum upper bound contrast graph 

图 3. 滤波 1, |ˆ k kx 的均方误差对数值 1, |k kx 及其最小上界对比图 

 

 
Figure 4. Mean square error logarithm 2, |ˆ k kx  of filter 2, |k kx  and its minimum upper bound contrast graph 

图 4. 滤波 2, |ˆ k kx 的均方误差对数值 2, |k kx 及其最小上界对比图 

5. 结论 

在本文中，研究了具有随机发生非线性的滤波问题，为了体现非线性的随机性，引入了服从伯努利

分布的随机变量刻画随机发生的非线性。与此同时，为了保证所设计的滤波器对增益扰动具有鲁棒性，

在设计滤波器时引入了弹性。通过解黎卡提型差分方程，得到滤波误差协方差矩阵的上界，通过设计滤

波增益矩阵使得该上界的迹达到最小。 
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