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Abstract 
Based on the existing auxiliary differential equations and G'/G-expansion method, this paper con-
structs a new double auxiliary differential equation expansion method, and uses the double aux-
iliary differential equation expansion method to solve new exact solutions of dispersive water 
wave equations: hyperbolic function formal solution, rational function formal solution, trigono-
metric function formal solution, hyperbolic function and trigonometric function mixed form solu-
tion, trigonometric function and rational function mixed form solution. The method can also be 
applied to solve other nonlinear equations. 
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摘  要 

本文在已有的辅助微分方程和G'/G-展开法的基础上构造新的双辅助微分方程展开法，并利用双辅助微分

方程展开法求解了色散水波方程的新的精确解：双曲函数形式解、有理函数形式解、三角函数形式解、

双曲函数与三角函数混合形式解、三角函数与有理函数混合形式解，该方法也可应用于求解其他非线性

方程。 
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1. 引言 

非线性偏微分方程描述了众多科学及工程问题中的非线性现象，而对于这些非线性现象中各种因子

和各种物理量之间的相互关系的反映都依赖于非线性偏微分方程的精确解。近年来，已经出现了许多求

解非线性偏微分方程精确解的直接方法，如 tanh 方法[1]、推广的 tanh 方法[2]、推广的 Riccati 方程法[3]、
辅助方程法[4]、G G′ -展开法[5] [6]等，每一种方法都有它的局限性。因此，为了满足各个学科在描述非

线性偏微分方程中的需要，在已有的方法基础上改进或者发现并使用新的方法去构造各类非线性偏微分

方程的精确解是非常需要的。 

2. 双辅助方程展开法 

下列非线性偏微分方程组 

( )
( )

, , , , , , 0

, , , , , , 0
t t x x

t t x x

P u v u v u v

H u v u v u v

=


=





                                   (1) 

假设方程(1)有如下形式的解： 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )
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0

, , ,

, , ,

j
m

i
ij

k i j k
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k i j k
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u x t a x t

G

G
v x t b x t

G

θ
φ ξ

θ

θ
φ ξ

θ

= + =

= + =

  ′
 =     

  ′

=      

∑ ∑

∑ ∑
                             (2) 

其中 ( ) ( ), , ,ij ija x t b x t 是关于 t 的待定函数，通过齐次平衡法[7]平衡方程(1)可以确定正整数 ,m n 的取值，

辅助微分方程中的 ( )φ ξ 和 ( )G θ 则满足下列两个常微分辅助方程： 

( ) ( ) ( )2A B Cφ ξ φ ξ φ ξ′ = + +                                    (3) 
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( ) ( ) ( ) 0G G Gθ λ θ µ θ′′ ′+ + =                                    (4) 

其中 , , ,A B λ µ 为任意常数， 1 1 2 20, ,C k x t k x tξ ϖ θ ϖ≠ = + = + 。 
借助辅助方程(3)和方程(4)，将方程(2)代入到方程(1)中，此时，通过计算便可以得到一个关于 

( ) ( )
( ) ( ), 0,1,2,

j

i G
i j

G
θ

φ ξ
θ

 ′
=  

 
 的多项式，令这个多项式的每一项幂系数为零，得到一组关于 ( ),ija x t ，

( ),ijb x t ， 1 2 1, ,k k ϖ 和 2ϖ 的线性方程组，借助计算机软件 Maple 求解线性方程组，并将所得结果代入到方

程(2)中，就可以得到方程(1)的解。 
注：当 2 4 0B AC∆ = − > 时，方程(3)的解为： 

( )1 tanh
2 2

B
C

φ ξ ξ
 + ∆ ∆

= −   
 

                                  (5) 

( )2 coth
2 2

B
C

φ ξ ξ
 + ∆ ∆

= −   
 

                                  (6) 

当 2 4 0B AC∆ = − < 时，方程(3)的解为： 

( )3 tan
2 2

B
C

φ ξ ξ
 − −∆ −∆

= −   
 

                                 (7) 

( )4 cot
2 2

B
C

φ ξ ξ
 − −∆ −∆

= −   
 

                                 (8) 

当 0, 0A B C= = ≠ 时，方程(3)的解为： 

( )5
1

1
C H

φ ξ
ξ
−

=
+

                                       (9) 

当 2
1 4 0λ µ∆ = − > 时，方程(4)的解为： 

( )
( )

1 1
1 2

1

1 1
1 2

sinh cosh
2 2

2 2
cosh sinh

2 2

c c
G
G

c c

θ θ
θ λ
θ

θ θ

   ∆ ∆
+      ′ ∆    = − +

   ∆ ∆
+      

   

                       (10) 

当 2
1 4 0λ µ∆ = − < 时，方程(4)的解为： 

( )
( )

1 1
1 2

1

1 1
1 2

sin cos
2 2

2 2
cos sin

2 2

c c
G
G

c c

θ θ
θ λ
θ

θ θ

   −∆ −∆
− +      ′ −∆    = − +

   −∆ −∆
+      

   

                      (11) 

当 2
1 4 0λ µ∆ = − = 时，方程(4)的解为： 

( )
( )

2

1 22
G c
G c c

θ λ
θ θ
′

= − +
+

                                    (12) 

3. 色散水波方程的解 

在文献[8]和文献[9]中，Guha 和 Zeng 分别考虑了色散水波方程 
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( )2 0

2 0
t xxx x

t x x

u v uv

v u vv

= + =


= + =
                                    (13) 

这里 ( ) ( ), , ,u x t v x t 分别指底面到水平面的高度和水平速度场，文献[8]中 Guha 对色散水波方程进行

了初步研究，文献[9]中 Zeng 则通过探讨对色散水波方程的相类似形式构造得到了一些精确解。 
通过齐次平衡法平衡方程(13)中的 xxxv 和 ( )xuv ， xu 和 xvv ，有 3 1, 1 2 1n n m m n+ = + + + = + ，从而得

到 2, 1m n= = ，则方程(2)变为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

0 1 2 3

0 1 2

,

,

G G
u x t a t a t a t a t

G G

G
v x t b t b t b t

G

θ θ
φ ξ φ ξ

θ θ

θ
φ ξ

θ

′ ′
= + + +


 ′ = + +

                    (14) 

其中 , , ,A B λ µ 为任意常数， 1 1 2 20, ,C k x t k x tξ ϖ θ ϖ≠ = + = + 。 
借助辅助微分方程(3)和(4)，将方程(14)代入到方程(13)中，此时，通过计算便可以得到一个关于 

( ) ( )
( ) ( ), 0,1,2,3

j

i G
i j

G
θ

φ ξ
θ

 ′
=  

 
的多项式，令每一项幂系数为零，得到一个关于 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 0 1, , , , ,a t a t a t b t b t  

( )2 1 2 1, , ,b t k k ϖ 和 2ϖ 的线性方程组，借助 Maple 求解此方程组，可得到： 

1
1 1 2, k Bk k k

λ
= =  

1 21, Bϖ ϖ
λ

= =  

( ) ( ) ( ) ( )2 3
2 2 2

0 1
0 1

1 5 1 51 ,
4 4

k b k
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b k A
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µ µ
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( ) ( ) ( ) ( )2 3 2
2 2 2 2

2 3
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1 5 1 51 ,
4 4

b k b k
a t a t

b b k A
λ µ λ µ
µ µ

+ +
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 1 2 2, ,b t b t b t b t b t b t= = =  
将式(15)代入到(14)中，借助(5)~(12)，可得到色散水波方程(13)有如下形式的解： 
情形 1：当 0∆ > 且 1 0∆ > 时，方程(13)有如下形式的解： 

( ) ( ) ( )

( )

( )

2 3
2 2 2
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1 1
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2 2 1

0 1 1
1 2

3 2
2 2
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λ µ λµ µ
ξ
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µ
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µ

 + + + ∆ ∆
= −   

 

    ∆ ∆
 +       + ∆    + − 

   ∆ ∆ +       
    

+ + ∆ ∆
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
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1

1 1
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2 2

2 2
cosh sinh
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c c

c c
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λ
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    ∆ ∆
 +       ∆    −      ∆ ∆ +       

    

       (16) 
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( ) ( ) ( )

( )

1 0 1

1 1
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1
2

1 1
1 2

, coth
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sinh cosh
2 2

2 2
cosh sinh
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Bv x t b t b t
C
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b t
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ξ

θ θ
λ
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 + ∆ ∆
= −   

 
    ∆ ∆
 +       ∆    − − 

   ∆ ∆ +       
    

                               (17) 

(16)与(17)为色散水波方程的双曲函数形式解。 
情形 2：当 0∆ < 且 1 0∆ > 时，方程(13)有如下形式的解： 

( ) ( ) ( )

( )

( )

2 3
2 2 2

2
0 1

1 1
1 22

2 2 1

0 1 1
1 2

3 2
2 2

0 1

1 5 1 51, tan
4 4 2 2

sinh cosh
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4 2 2
cosh sinh
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1 5
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c c
b k

b
c c
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λ µ λµ µ
ξ
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λ µ λ
µ

θ θ

λ µ
ξ

µ

 + + − −∆ −∆
= +   

 

    ∆ ∆
 +       + ∆    + − 

   ∆ ∆ +       
    

+ − −∆ −∆
+

1 1
1 2

1

1 1
1 2

sinh cosh
2 2

2 2
cosh sinh

2 2

c c

c c

θ θ
λ

θ θ

    ∆ ∆
 +       ∆    −       ∆ ∆  +       

    

     (18) 

( ) ( ) ( )

( )

2 0 1

1 1
1 2

1
2

1 1
1 2

, tan
2 2

sinh cosh
2 2

2 2
cosh sinh

2 2

Bv x t b t b t
C

c c
b t

c c

ξ

θ θ
λ

θ θ

 − −∆ −∆
= −   

 
    ∆ ∆

+       ∆    − −    ∆ ∆ +           

                                (19) 

(18)与(19)为色散水波方程的双曲函数与三角函数混合作用解。 
情形 3：当 0, 0A B C= = ≠ 且 1 0∆ < 时，方程(13)有如下形式的解： 

( ) ( ) ( )

( )

( )

2 3
2 2 2

3
0 1 1

1 1
1 22

2 2 1

0 1 1
1 2

1
13 2

2 2 1

0 1 1

1 5 1 51 1,
4 4

sin cos
2 21 51

4 2 2
cos sin

2 2

sin
21 5 1

4 2 2

k b k
u x t

b k A C H

c c
b k

b
c c

c
b k

b k A C H

λ µ λµ µ
µ µ ξ

θ θ
λ µ λ
µ

θ θ

θ
λ µ λ
µ ξ

+ +
= +

+

    −∆ −∆
− +       + −∆    + −    −∆ −∆ +           

 −∆
− 

+ −∆ + −
+

1
2

1 1
1 2

cos
2

cos sin
2 2

c

c c

θ

θ θ

   −∆
+         

    −∆ −∆ +           

              (20) 
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( ) ( ) ( ) ( )

1 1
1 2

1
3 0 1 2

1 1 1
1 2

sin cos
2 21,

2 2
cos sin

2 2

c c
v x t b t b t b t

C H
c c

θ θ
λ

ξ
θ θ

    −∆ −∆
− +       −∆    = − + − + +    −∆ −∆ +           

           (21) 

(20)与(21)为色散水波方程的三角函数与有理函数混合作用解。 
情形 4：当 0, 0A B C= = ≠ 且 1 0∆ = 时，方程(13)有如下形式的解： 

( ) ( ) ( )

( )

( )

2 3
2 2 2

4
0 1 1

2
2 2 2

0 1 2

3 2
2 2 2

0 1 1 1 2

1 5 1 51 1,
4 4

1 51
4 2

1 5 1
4 2

k b k
u x t

b k A C H

b k c
b c c

b k c
b k A C H c c

λ µ λµ µ
µ µ ξ

λ µ λ
µ θ

λ µ λ
µ ξ θ

+ +
= +

+

+  
− − + + 

+  
− − + + + 

                                        (22) 

( ) ( ) ( ) ( ) 2
4 0 1 2

1 1 2

1,
2

cv x t b t b t b t
C H c c

λ
ξ θ

 
= − + − + + + 

                                      (23) 

(22)与(23)为色散水波方程的有理函数解。 

其中 1
1 , k B Bk x t x tξ θ

λ λ
= + = + ， 1 2,c c 为任意常数， 2 4B AC∆ = − ， 2

1 4λ µ∆ = − 。 

根据式(5)~(12)还可以得到更多关于色散水波方程的解，这里就不再一一列出。 

4. 结论 

本文通过在已有的辅助微分方程和G G′ -展开法基础上构造新的双辅助方程展开法获得了色散水波

方程的多种函数混合而成的新的精确解，所得的这些结果所含函数种类多且在其他文献中还没有被提到

过，使得所求的精确解在众多物理背景下更具有现实意义，其中在对 1 2,c c 值取特定关系时可获得色散水

波方程的多种形式孤子解。 
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