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Abstract 
This paper considers how to solve statistical diagnosis problem of the nonlinear models with 
right-censored data. First, we use the method of maximum likelihood estimates to reach the pa-
rameters. Based on the idea of case-deletion models, we obtain the formula of the parameters and 
propose some diagnostic statistics to determine outliers or influential points. Finally, we use nu-
merical simulation analysis to verify the feasibility of the theory. 
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摘  要 

本文研究了非线性模型在带有右删失数据下如何统计诊断的问题。首先用极大似然估计的方法求出了参

数的估计问题。再对模型运用数据删除思想进行考量，求出了删除前后参数的公式，给出了判定影响点

和异常点的一些统计量。最后，通过数值模拟分析，证明了该方法的可行性。 
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1. 引言 

统计诊断[1]是数据分析的重要组成部分，其主要任务就是通过诊断统计量检测已知观测数据在既定

模型拟合时的合理性，数据删除法[2]是其最基础的方法，即考虑删除前后统计量的变化。非线性模型[3]
可以结合不同的数据类型进行研究，包括纵向数据、删失数据[4]等，最近一段时机在纵向数据下运用比

较广，但关于删失数据则很少。右删失数据也是生存分析[5]尤其是在寿命观测中很常见的一种数据。本

文考虑了带右删失数据下非线性模型的统计诊断问题[6]，有一定的理论和实践价值。 

2. 右删失数据下非线性模型的参数估计 

2.1. 右删失数据下的非线性模型 

给定观测数据 ( ), , 1, 2, ,i ix y i n= 
，非线性回归模型表示为 ( ),i i iy f x β ε= + ， 1, ,i n=  ，其中 ( ),if x β

为参数 β 的非线性函数， ( )T
1, , pβ β β=  为未知的回归系数向量， iε 为随机误差。通常假定序列 1, , nε ε

独立正态同分布，其均值为 0，方差为 2σ 。该模型的矩阵形式可表示为 ( ) ( ),Y f X fβ ε β ε= + = + ，其

中 ( )T
1, , nY y y=  ， ( )T

1, , nε ε ε=  ， ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1, , , , ,nf X f f x f xβ β β β= =  。 

因为 iy 右删失，不失一般性，我们考虑前 r 个为由于试验的终止却未寿终数据，即 1, , ry y 为右删

失数据。由于有删失数据存在，因此需要求出新的似然函数来进行参数估计。 

2.2. 右删失数据下的似然函数 

设 1 2, , , nX X X 是来自分布 G 的随机变量，并且独立同分布，其概率密度函数为 ( ),g x θ ，θ 为模型

参数。同时假设右删失时间 ( )1,2, ,iM i n= 
，分布为 F。假设 iX 和 iM 相互独立，记 ( )min ,i i iY X M= ，

( )i i iI M Xδ = ≤ ，实际观察样本为 ( ),i iY δ ，则右删失数据下的似然函数[7]为 

( ) ( )( ) ( ) ( ) 1
1 1

1
, , , , , 1i i

n

n n i i
i

L X X g X G X
δ δ

θδ δ θ
−

=

   = −   ∏                       (1) 

2.3. 模型的极大似然估计 

令 ( )
21 exp

22π
yyφ

 
= − 

 
，它是标准正态分布的概率密度函数。记 ( ) ( )d

y

y t tβ φ
+∞

= ∫ ，
( ),i i

i

y f x
t

β
σ

−
= ，

1, ,i n=  ， ( ) ( )
( )
y

S y
y

φ
=
Φ

。则根据(1)式，模型的联合似然函数可表示为 ( ) ( )
1 1

1 r n

i in r
i i r

L t tφ
σ −

= = +

= Φ∏ ∏ ，取对

数，得对数似然函数为 

( ) ( ) ( ) ( )( )22
2

1 1

1log log 2π ,
2 2

r n

i i i
i i r

n rl t y f xβ σ β
σ= = +

−
= Φ − − −∑ ∑                     (2) 
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(2)式对 β 求导，可得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2
1 1

r

2
i 1 1

2
1

, ,1 1 ,

, ,1 , , ,

,1 ,

r n
i i

i i i
i i r

n
i i

i i i i i
i r

n
i

i i
i

f x f xl
S t y f x

f x f x
S t f x f x y f x

f x
z f x

β ββ
β

β σ β βσ
β β

σ β β β
β βσ

β
β

βσ

= = +

= = +

=

∂ ∂∂
= + −

∂ ∂ ∂

 ∂ ∂  = + − + −   ∂  
 ∂ = − 

∂  

∑ ∑

∑ ∑

∑

             (3) 

其中，
( ) ( ), , 1, 2, ,

, 1, ,
i i

i
i

S t f x i r
z

y i r n
σ β + == 

= +





，记 ( )T
1 2, , , .nZ z z z=   

参数的极大似然估计记为 β̂ ，此文利用高斯-牛顿迭代法求解。在此之前，先引进如下符号： 

( ) ( ) ( ) ( ), ,i i ie Z f e z f xβ β β β= − = −  

( ) ( ) ( )T
i

ia
a

f f
D D

β
β

ββ
∂  ∂

= = =  ∂∂  
 

( ) ( ) ( )
2 2

T
i

iab
a b

f f
W W

β
β

β ββ β
∂  ∂

= = =  
∂ ∂∂ ∂  

 

1

2

1

1

r

r

n

v

v

v

v

v

−

+

 
 
 
 
 
 

Ω =  
 
 
 
 
 
 





 

( ) ( ) ( )
( )

2

2 , 1, 2, ,

1, 1, ,

i i i

i i

t t t
i r

v t
i r n

φ φ ′ Φ +
=

= Φ
 = +





 

其中， 1, , ; , 1, ,i n a b p= =  ， ( )D β 为 n p× 阶矩阵， ( )W β 为 n p p× × 阶立体阵。 1−Ω 为 n 阶对角阵。 
引理 1：对于右删失的非线性模型，Y 关于参数的 β 的 Score 函数、观察信息阵以及 Fisher 信息阵分

别为： 

( ) ( ) ( )T
2

1l D eβ β β
σ

=                                     (4) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T 1 T
2 2

1 1l D D e Wβ β β β β
σ σ

−  = − Ω +    
                          (5) 

( ) ( ) ( )T 1
2

1I D Dβ β β
σ

−= Ω                                   (6) 

证：由(3)即可得 ( )l β ，即(4)式得证。 
对(3)式继续求导可得 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

2

T T
1 1

2

2 2 T
1 1

2 2

2 2
1

2 2

2 2 T
1

, ,1 1

, ,1 1 ,

,1

, ,1 1

r r
i i i

i
i i

n n
i i

i i
i r i r

r
i i i i

i i

n
i i

i
i r

S t f x f xl
S t

f x f x
y f x

f x t t t
t

f x f x
z

β ββ
σ β β σβ β β β

β β
β

βσ σ β β

β φ φ
βσ

β β
βσ σ β β

= =

= + = +

=

= +

∂ ∂ ∂∂
= +

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂

 ∂ ∂
− + −  ∂ ∂ ∂ 

′ ∂ Φ +
= −   ∂ Φ 

 ∂ ∂
− +  ∂ ∂ ∂ 

∑ ∑

∑ ∑

∑

∑ ( )( )

( ) ( ) [ ]

1

T 1 T
2 2

,

1 1

n

i
i

f x

D D e W

β

β β
σ σ

=

−

  − 
  

 = − Ω +  

∑

 

即得(5)式。 
由于 ( ) ( )E l Iβ β − = 

 ，因此可得(6)，证毕。 
将以上结果代入高斯-牛顿迭代公式 ( ) ( )11i i i il lβ β β β

−
+  = + − 

  可得 

( ) ( ) ( ) ( )
11 T 1 Ti i D D D eβ β β β β β
−+ − = + Ω   

3. 模型诊断 

3.1. 数据删除模型 

数据删除模型是最基本的统计诊断模型，比较第 i 个点 ( ),i ix y 删除前后估计量或统计量之间差异，

其中 i 的取值范围为 ( )1r i n+ ≤ ≤ 。其中，本文只考虑删除完整的数据部分，对于由于右删失得到的数据

点不研究异常或强影响点问题[8]。 
于是，右删失下非线性模型的数据删除模型可表示为 ( ), , , 1j j jy f x j i r i nβ ε= + ≠ + ≤ ≤ ，其中

1, , ry y 为右删失数据， 1, ,r ny y+  为完整值。其相应的极大似然估计记为 ( )ˆ iβ 。 
通常可由 ( )ˆ iβ 的一阶近似公式来比较数据删除前 β̂ 和删除后 ( )ˆ iβ 的差异，即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1ˆ ˆ ˆ ˆI
i ii I lβ β β β

−
 = +  

                                   (7) 

其中 ( ) ( )iI β 和 ( )
1
i
−Ω 是 ( )I β 和 1−Ω 删除第 i 点以后得到的矩阵，而 ( ) ( )il β 是 ( )l β 删除第 i 点以后的向量。

由引理 1 可知： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T
2

1
i i il D eβ β

σ
=                                     (8) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T 1

2

1
i i i iI D Dβ β

σ
−= Ω                                   (9) 

其中 ( ) ( )iD β 为 ( )D β 删除第 i 行以后的 ( )1n p− × 矩阵， ( ) ( )ie β 为 ( ) ( )e Z fβ β= − 删除第 i 点以后的

( )1n − 维向量。 
定理 对于右删失下非线性模型， ( )ˆ iβ 的一阶近似可表示为 

( )
( ) 1T 1

ˆ

ˆ ˆ
1

i iI

ii

D D d e
i

h
β

β β

−− Ω = −  
−  

                               (10) 

其中， id 表示 D 的第 i 个行组成的 p 维向量， iih 为矩阵 ( ) 1T 1 TH D D D D
−−= Ω 的第 i 个对角元。 
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证明：将(8)、(9)式代入(7)式可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1T 1 T

ˆ

ˆ ˆI
i i i i ii D D D e

β
β β β β β β

−
− = + Ω   

其中 T 1D D−Ω 可进行以下分解： 

( ) ( ) ( )
T 1 T T T T 1 T

1

n

k k k k k k i i i ii i i
i k i

D D v d d v d d d d D D d d− −

= ≠

Ω = = + = Ω +∑ ∑  

因此有 ( ) ( ) ( )
T 1 T 1 T

i ii i iD D D D d d− −Ω = Ω − ，同理可得 ( ) ( )
T T

k k i i i ii i
k i

D e d e d e D e d e
≠

= + = +∑ 。 

这些公式代入以上 ( )ˆ I iβ 的表达式可得 

( ) { }1T 1 T T

ˆ
ˆ ˆI

i i i ii D D d d D e d e
β

β β
−−   = + Ω − −     

应用矩阵和式求逆公式 ( ) ( ) 11 1 1 1 1A MN A A M I NA M NA
−− − − − −+ = − + ， 

取 T 1 T, ,i iA D D M d N d−= Ω = − = ，所以 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1T 1 T

11 1 1 1T 1 T 1 T T 1 T T 1

1 1T 1 T T 1
1T 1

1

i i

i i i i

i i

ii

D D d d

D D D D d I d D D d d D D

D D d d D D
D D

h

−−

−− − − −− − − −

− −− −
−−

 Ω − 

 = Ω − Ω − + Ω − Ω  

Ω Ω
= Ω +

−

 

由于 ( ) ( ) ( )T
2

1ˆ ˆ ˆ 0l D eβ β β
σ

= = 。 

因此，当 ˆβ β= 时， 

( ) ( ) ( )1 1T 1 T T 1
11T 1 T T T 1

1
i i i i

i i i i i i
ii

D D d d D D d e
D D d d D e d e D D d e

h

− −− −
−−− −

Ω Ω
   Ω − − = − Ω −    −

 

( ) ( ) 1T 1
1T 1 1

1 1
i iii

i i
ii ii

D D d eh
D D d e

h h

−−
−−

Ω 
− Ω + = − − − 

。 

所以， 

( )
( ) 1T 1

ˆ

ˆ ˆ
1

i iI

ii

D D d e
i

h
β

β β

−− Ω = −  
−  

 

证明完成。 
以上定理解出来了数据删除前和删除后估计量之间的数学公式，由此公式出发还能得到许多其他的

估计量。这个公式表明如果 ( )ˆ iβ 与 β̂ 之间应相差很大，则说明 i 可能为异常点或强影响点。 

3.2. 统计诊断量 

3.2.1. 广义 Cook 距离 
根据公式(10),我们即可得到 ( )ˆ ˆ iβ β− 。在一般的回归模型中，Cook 已经提出了 Cook 距离，因此这

里我们将 Cook 距离推广到带删失数据的非线性模型中。广义 Cook 距离定义为 
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( )
( )( ) ( )( )T

2
ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ
i M

i M i
GD i

c

β β β β
β β

− −
= − =  

其中，M 为正定矩阵； 0c > 为尺度因子。此处取为 
T 1 2,M D D c pσ−= Ω =   

则可得 

( )( ) ( )( )T T 1

2

ˆ ˆ ˆ ˆ
i

i D D i
GD

p

β β β β

σ

−− Ω −
=



 

若用 ( )ˆ I iβ 代替 ( )ˆ iβ ，则得到 1 阶近似公式，将式(10)代入可得广义 Cook 距离： 
2ˆ ˆ

,ˆ ˆ1 1
ii i i

i i
ii ii

h r e
GD r

ph hσ
= =

− −

 

3.2.2. 似然距离 
似然距离在一般情况下没有似然解，因此本文采用其一阶近似公式 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )Tˆ ˆ ˆ ˆ ˆI
iLD i I iβ β β β β β = − −   

把 ( )ˆ I iβ 换成 ( )ˆ iβ ，即可得似然距离的近似解 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )Tˆ ˆ ˆ ˆ ˆI I I I
i iLD i I i pGDβ β β β β β = − − =   

因此能得知，广义 Cook 距离与似然距离只多出了 p。 

4. 实例分析 

下面用一个有关渔场捕鱼的数据来进行数值模拟分析，验证非线性模型在带有带右删失数据下的统

计诊断具有可行性。 
鱼卵数量与可捕获的成鱼数量之间的关系，是经营渔场者十分关心的问题。为研究二者之间的关系，

Ricker 和 Smith(1975)给出了在 Skeener 河中红鳟鲑鱼的产卵量和可捕获的成鱼量的测量数据。表 1 [9]列
出了这些数据；表中 x 为鱼卵量，y 为可捕获成鱼的数量。所选用的模型为 

( ) ( ) ( ){ }1 2log log exp logi i i iy x xβ β ε= − + ， ( )2~ 0, , 1, 2, , 28i N iε σ =   

考虑到 y 的前 3 个数据删失，假设 ( )500 1 3iy i> ≤ ≤ 。数据如表 1 所示。 
 
Table 1. Data of red trout salmon 
表 1. 红鳟鲑鱼数据 

i YEAR X Y 

1 1940 963 500 

2 1941 572 500 

3 1942 305 500 

4 1943 272 438 

5 1944 824 3071 

6 1945 940 957 

7 1946 486 934 
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Continued 

8 1947 307 971 

9 1948 1066 2257 

10 1949 480 1451 

11 1950 393 686 

12 1951 176 127 

13 1952 237 700 

14 1953 700 1381 

15 1954 511 1393 

16 1955 87 363 

17 1956 370 668 

18 1957 448 2067 

19 1958 819 644 

20 1959 799 1747 

21 1960 273 744 

22 1961 936 1087 

23 1962 558 1335 

24 1963 597 1981 

25 1964 848 627 

26 1965 619 1099 

27 1966 397 1532 

28 1967 616 2086 

4.1. 参数估计 

根据以上数据表，我们能解出参数 β 的估计值： 

( )Tˆ 1.5864,0.0576β =  

4.2. 影响分析 

估计完参数之后，由数据删除模型计算得到广义 Cook 距离。图 1 是广义 Cook 距离的散点图。 
 

 
Figure 1. Scatter plot of generalized Cook distance 
图 1. 广义 Cook 距离的散点图 
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从图 1 可以看出：第 12 号点异于其他点，而且不涉及删失部分，因此第 12 号点为异常点。 

5. 结束语 

本文介绍了非线性模型在带有右删失数据下如何进行统计诊断的问题，给出了参数估计的方法以及

如何通过统计诊断量判断强影响点或异常点，都是很经典很实际的办法；最后通过数值模拟分析，验证

了诊断方法可行性。考虑到经典方法的局限性，本模型还可以用经验似然或其他方法进行更深一步的研

究，这也是本文作者努力的方向。 
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