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Abstract 
This paper studies the consensus problem of second-order multi-agent systems with time-delay un-
der fixed topology. The pure imaginary roots of the characteristic equation of the system are solved 
by Hopf bifurcation method. Further, the necessary and sufficient conditions for the conditions for 
the consistency of the system are obtained through analysis. 
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摘  要 

本文研究了带有时延的二阶多智能体系统在固定拓扑下的一致性问题，通过Hopf分支方法解出系统的特

征方程的纯虚根，进一步，通过分析得到了该系统达到一致性的充要条件。 
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1. 引言 

多智能体系统是由多个智能体组成的集合，其中每一个智能体是一个物理或抽象实体，能够通过感

应器感应环境，并能与其他多智能体进行通讯。在合作控制问题中，智能体之间通过无线网络共享信息

或者在初始时刻输入共享信息，这些信息包括相同的控制算法，共同的目标，或者相对的位置信息。一

致性问题主要研究如何基于多智能体中个体之间有限的信息交换，来设计算法，使得所有智能体的某一

个或所有状态量趋于相等。一致性协议问题作为智能体之间相互作用、传递信息的规则，它描述了每个

智能体与其相邻的智能体的信息交换过程，相关文献[1] [2] [3]。 
在带有通讯时延的多智能体系统一致性研究中，文献[4] [5] [6] [7] [8]等研究了二阶多智能体系统一致

性问题，其中文献[5] [6]考虑领航者和跟随者采用自身状态带有时延的算法，给出了关于时延的一致性条件。

受到 Hu 和 Hong [6]的启发，我们进一步利用 Hopf 分支理论对带有时延的领航者–跟随者系统进行研究，

本文主要研究了在固定拓扑下带有时延的二阶多智能体系统的一致性问题，通过系统变换将一致性问题转

化为稳定性问题，利用 Hopf 分支方法得到系统能够达到一致的条件，并给出时延上界的表达式。 

2. 预备知识以及问题描述 

在本节中，我们给出一些基本的定义和引理。 
在本文中，我们使用以下的图论知识。令 ( ), ,=    表示加权有向图，这里 ( )1 2, , , nv v v= � 表示图

中顶点的集合， ⊆ ×  表示图中边的集合， n n
ija R × = ∈  表示与图对应的加权邻接矩阵。在本文中，

我们使用 i jv v= ，其中箭头指向信息的发送者。一条从 i 点出发到 j 点的边表示 ( ),ij i je v v= 。如果边 ije ε∈ ，

那么 0jia ≠ ，否则， 0jia = 。进一步，我们假定所有的顶点都没有自环，即对 { }: 1, 2,3, ,= � ，都有 0ija = 。 

对于具有 1 个领航者，n 个跟随者的多智能体系统， 和 分别表示跟随者之间对应的通讯拓扑图 
和领航者与跟随者之间对应的通讯拓扑图。如果存在一条从顶点 iv 到 jv 的路径，我们称 jv 是 iv 的可达点，

对于图 来说，如果从任意一点都存在一条到顶点 jv 的路径，那么， jv 被称为图 中的全局可达点。图

对应 的拉普拉斯矩阵表示为 

1,

,

,

ij

n
ij

ik
k k i

a j i
L

a j i
= ≠

− ≠
= 

=

∑

 

iv 的邻居集表示为 ( ){ }: ,i j j iv v v= ∈ ∈   ，进一步， { }| 0i j ijv a− = ∈ <  ， { }| 0i j ijv a+ = ∈ > 

分别表示 iv 的负邻居集和正邻居集。定义 { }1 2: , , , nB diag b b b= � 为领航者与跟随者之间的邻接矩阵。 

0ib > 表示领航者与第 i 个智能体有之间连接。否则 0ib = 。 
对于系统中含有 1 个领航者，n 个跟随者的多智能体系统，第 i 个跟随者的动态为： 
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( ) ( )
( ) ( )

,

,
i i

i i

x t v t

v t u t i I

=


= ∈

�

�
                                    (1) 

其中 ( )ix t ， ( )iv t 和 ( )iu t 分别表示第 i 个智能体的位置，速度，和控制输入。 

领航者的动态可以被描述如下 

( )0 0x t v=� ， 

这里 ( )0x t R∈ 表示领航者的位置， 0v R∈ 表示领航者的速度为常数。因此，对于第 i 个跟随者，一

个基于邻接顶点连接的控制协议可表示为： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0

i
i ij j i i i i

j N
u t a x t x t b x t x t k v v tτ τ τ τ

∈

 = − − − + − − − + −   ∑             (2) 

本文中 aij 可正，可负，可为 0。其中，k 是一个大于 0 的控制参数。 
下面通过变量替换来定义一些向量，令 ( )T

1 2: , , , nx x x x= � ， ( )T
1 2: , , , nv v v v= � 。 

( )T
1 2 : , , , n

nu u u u R= ∈� ， 0:x x x= − ， 0:v v v= − ，且令 ( ) ( )TT T: ,t x vε = 。那么系统(1)在控制协议(2)

下可以写成： 
( ) ( ) ( )t C t E tε ε ε τ= + −�                                (3) 

0
:

0
n n n

n n n

I
C

kI
×

×

 
=  − 

，
0 0

:
0

n n n n

n n

E
H
× ×

×

 
=  − 

其中 :H L B= + 。 

(注；经过变量代换，系统(1)在控制协议(2)下的一致性问题，可转化为系统(3)的稳定性问题。) 

引理 1 [9] Q 是 Hurwitz 稳定的充要条件是
( )

( )

2

2
max Im

min Re
H

H

k
µ

µ

µ

µ
∈Λ

∈Λ

 
 
 > ，

( )
min Re 0

Hµ
µ

∈Λ

 ≠ 
 

，并且 H 是正稳的，

(H 的特征值均具有正实部， ( )HΛ 表示 H 的所有特征值的集合)其中
0

: n n n

n

I
Q C E

H kI
× 

= + =  − − 
。 

引理 2 [10] 给定分块矩阵 11 12

21 22

A A
A A

 
 
 

，其中 11 12 21 22, , , n nA A A A R ×∈ ，若矩阵 11 12 21 22, , ,A A A A 可两两相

互交换，那么 ( ) ( )11 22 12 21det detQ A A A A= − 。 

引理 3 [11] 对指数多项式函数 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
0 1, e , , e e e m

mP P P P λττ λ τ λ λτλ λ λ λ −− − −= + + +� � ，其中。 ( )0P λ

是 λ 的 n 次多项式， ( )jP λ 是次数不高于 1n − 的多项式， 1,2, ,j m= � ，在 ( )1 2, , , mτ τ τ� 变化过程中，只

有当 ( )1 1, e , , eP τ λ τ λλ − −� 在虚轴上出现零点，或者它有零点穿过虚轴时，其位于右半开平面的零点重数之

和才有可能发生改变。 

3. 主要结果 

由引理 2 得，系统(2)的特征多项式 ( )g s 满足； 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2 2

1

1

det e det
e

e e ,

:

n ns
n s

n

n
s s

n i i
i

n

i
i

sI I
g s sI C E

H s k I

s ks I H s ks H

g s

τ
τ

τ τλ λ

−
−

− −

=

=

− 
= − − =  + 

= + + = + + ∈Λ

=

∏
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下面，我们首先建立在 H 是正稳的前提下， ( )g s 有纯虚根的充要条件。 
命题 1 ( ) 0g s = 有纯虚根的充要条件为 

( )1
1

1 2 π | ; 0,1,i
i

k i I kτ θ
ω
 

∈Ω = + ∈ = 
 

� ， 

其中 ( )1 10, 2π , 0i iθ ω∈ > 满足
24 2 2

1 1 0i i ikω ω λ+ − = ， ( ) ( ) ( ) 22
1 1 1cos Re Imi i i i i ikθ τ ω λ ω λ λ = −  ， 

( ) ( ) ( ) 22
1 1 1sin Im Rei i i i i ikθ τ ω λ ω λ λ = +  ， ( )i Hλ ∈Λ 。 

证明：(必要性)令 ( )0i is iω ω= ≠ 是 ( )g s 的一个纯虚根，那么代入 ( )ig s 得 

2 e ii
i i iik ω τω ω λ −= + 。 

通过欧拉公式得 
( ) ( )2 cos sin 0i i i i iik iω ω λ ωτ ωτ − + + − =  。                       (4) 

分离(4)式的实部和虚部，得到 

( ) ( ) ( ) ( )Re sin Im cos 0i i i i ikω λ ωτ λ ωτ− + = ，                      (5) 

( ) ( ) ( ) ( )2 Re cos Im sin 0i i i i iω λ ωτ λ ωτ− + + = 。                      (6) 

且 ( ) ( )2 2sin cos 1i iωτ ωτ+ = 。通过(5)，(6)式解得 

( ) ( ) ( )2

2

Re Im
cos i i i i

i
i

kω λ ω λ
ωτ

λ

−
= ，                         (7) 

( ) ( ) ( )2

2

Re Im
sin i i i i

i
i

kω λ ω λ
ωτ

λ

+
= 。                        (8)  

另外，通过条件 ( ) ( )2 2sin cos 1i iωτ ωτ+ = ，得到 

( )2 4 2 2

4 1i i i

i

kλ ω ω

λ

⋅ +
= ， 

即 
24 2 2 0i i ikω ω λ+ − = 。 

因为 iω 为一实数，解(9)式，可得 iω 的两个实根如下； 

22 4

1

4
2

i
i

k k λ
ω

− + +
= ，

22 4

2

4
2

i
i

k k λ
ω

− + +
= −  

那么，令 0 2πijθ< < 且 ( ) ( ) ( )2

2

Re Im
cos ij i ij i

ij
i

kω λ ω λ
θ

λ

−
= ， ( ) ( ) ( )2

2

Im Re
sin ij i ij i

ij
i

kω λ ω λ
θ

λ

+
= ， 1,2j = 。

下面分为两种情况讨论，(1)若 ( )Im 0iλ ≠ ，则存在一个整数 p， p I∈ ，满足 ( ) ( )1 2cos cosi pω τ ω τ= ，

( ) ( )1 2sin sini pω τ ω τ= − ，则 1 22πi Pθ θ= − 。(2)若 ( )Im 0iλ = ，则 ( ) ( )1 2cos cosi iω τ ω τ= ， ( ) ( )1 2sin sini iω τ ω τ= − ，

那么， 2 12πi iθ θ= − 。因此， 
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1 12 π | ; 0,1, 2 π | ; 1, 2,
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i i
i i

i i
i i

i
i

k i I k k i I k

k i I k k i I k

k i I k

τ θ θ
ω ω

θ θ
ω ω

θ
ω

   
∈Ω = + ∈ = + ∈ = − −   

   
   

= + ∈ = − ∈ =   
   
 

= + ∈ = 
 

� ∪ �

� ∪ �

�

 

(充分性)下面验证 ( )1
1

1 2 π i
i

kτ θ
ω

= + 为方程式(4)的根。将它代入(4)式的左边，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 2

Re Im Im Re
Re Im 0i i i i i i i i

i i i
i i

k k
ik i i

ω λ ω λ ω λ ω λ
ω λ λ

λ λ

 − +
   + + ⋅ − =    

。 

则(4)式成立。那么，当 , 1, 2ijs i jω= = 时，有 ( ) 0ig s = 。则充分性得证。 
命题 2 在 H 是正稳的条件下，s 是方程 ( ) 0ig s = ， i I∈ 的一个根，那么，在点τ ∈Ω处 d ds τ 存在且 
dRe 0
d

s

ττ ∈Ω

  > 
 

恒成立。 

证明：令 ( ) 2, : e s
i ig s s ks ττ λ −= + + ，则 ( ),ig s τ 满足(1) ( )0 0, 0ig iω τ = ，其中 0τ ∈Ω。 0iω 是对应的纯

虚根。 

(2) ( ),ig s τ 在点 ( )0 0,iω τ 处连续。(3) ig
s

∂
∂

和 ig
τ

∂
∂

是连续的，且
( )0 0,

0i

i

g
s ω τ

∂
≠

∂
。那么，在 ( ) 0ig s = 关

于τ 求导，得 
d d d2 e 0
d d d

s
i

s s ss k s τλ τ
τ τ τ

− + + − − = 
 

， 

则 
ed

d 2 e

s
i

s
i

ss
s k

τ

τ

λ
τ λτ

−

−=
+ −

。 

令 ( ) ( ) ( ) ( )Re sin Im cosi ij i ijλ ω λ ω= − ， ( ) ( ) ( ) ( )Re cos Im sini ij i ijλ ω λ ω= + ，那么 

( )
( )

d
d 2ij

ij

s i ij

is
k iω

ω
τ τ ω τ=

+
=

− + +

 

 
， 

那么 

( ) ( )
( ) ( )22

2dRe
d 2

ij ij

ij

ks

kτ

ω τ ω τ

τ τ ω τ∈Ω

 − + +   = 
  − + +

   

 
， 

令 ( ) ( ), 2ij ijh k iω τ τ ω τ= − + +  ，利用(7)，(8)，可以得到 

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2 2

24 2 2 2 2 4 2 2

d, Re
d

2 2

Re 2 Im sin Im 2 Re cos

2 Re Im 2

ij

ij ij ij ij

ii i ij i ij ij i ij i ij

ij ij i i i ij ij

sh

k k

k k

k k

τ

ω τ
τ

ω τ ω τ ω ω

ω λ ω λ ω ω λ ω λ ω τ

ω ω λ λ λ ω ω

∈Ω

 
 
 

   = − + + = +  
  = + + − +   

   = + + = +   

       
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4 2 22 0ij ijkω ω+ > ，显然，
dRe 0
d

s

ττ ∈Ω

  > 
 

成立。 

定理 1 在 H 是正稳的前提下，若
( )

( )

2

2
max Im

min Re
H

H

k
µ

µ

µ

µ
∈Λ

∈Λ

 
 
 > ，

( )
min Re 0

Hµ
µ

∈Λ

 ≠ 
 

，则系统(1)可以达到一致 

性当且仅当 

1

1

min i

i I
i

θ
τ τ

ω
∗

∈

 
< =  

 
。 

证明：由引理 1 得，当 0τ = 时，可得系统(3)是 Hurwitz 稳定的，即系统(1)在控制协议(2)下可达到一

致。通过引理 3 和命题 2 知，在 0 τ τ ∗< < 时，系统(3)的根都具有负实部，τ τ ∗= 是使得方程具有纯虚根

的第一个τ 值，这时系统(3)在右半开平面具有零点，进一步，当，每经过τ τ ∗> 时，系统(3)在右半开平

面上的零点个数就会增加。所以当τ τ ∗≥ 时，时系统(3)不能达到稳定，即系统(1)不能达到一致，所以能 
够使得系统(1)达到一致的时延τ 的取值范围为 )0,τ ∗ 。 

4. 结论 

本文主要研究了固定拓扑下具延迟的多智能体的一致跟踪控制问题。利用 Hopf 分支方法找到保证多

智能体系统达到一致的时延上界。此外，H 的正稳定性依赖于通信拓扑以及各个智能体之间的连接权重， 
在后续工作中，我们将进一步研究当通信拓扑图为符号图时，矩阵 H 正稳定的条件。 
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