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Abstract 
High-dimensional compositional data arise in many applications, and statistical methods often fail to 
produce sensible results due to the unit-sum constraints. The estimation of high dimensional cova-
riance matrix or precision (inverse covariance) matrix is the basic problem of modern multivariate 
analysis. In this paper, the precision matrix estimation problem for high-dimensional compositional 
data is considered. It is known that the inverse of the sample covariance matrix is unstable for the 
estimate precision matrix. Since the sample size of the data is smaller than the number of variables, 
the inverse of the high-dimensional data matrix is difficult to estimate. In this paper, we use the cen-
tered log-ratio transformation method to process high-dimensional compositional data, and then 
solve the singularity problem of covariance matrix, and obtain the precision matrix estimation of 
high-dimensional compositional data. Simulation experiments and actual data can verify the ratio-
nality of the proposed method. 
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摘  要 

高维成分数据在许多应用中均有出现，由于定和约束，统计方法通常不能产生合理的结果。高维协方差

矩阵和精度(逆协方差)矩阵的估计是现代多元分析的基本问题，本文考虑高维成分数据的精度矩阵估计
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问题。已知样本协方差矩阵求逆对于估计精度矩阵是不稳定的，由于数据的样本量小于变量个数，高维

数据矩阵的逆很难估计。本文利用中心对数比变换方法，处理高维成分数据，然后解决协方差矩阵奇异

性问题，得到高维成分数据的精度矩阵估计。模拟实验和实际数据可以验证提出方法的合理性。 
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1. 引言 

成分数据经常出现在地质、微生物、经济等许多领域，例如岩石的化学成分，家庭支出模式，生物

群落的物种组成等等，它主要是用来研究构成某个整体的各部分的比重关系。1866 年 Ferrers [1]首先提

出了成分数据的概念。Aitchison [2]指出研究成分数据应该关注这些成分间的比例关系，而不应该过多地

关注每一个分量的具体取值是多少。之后 Aitchison [3] [4]提出了一种新的处理成分数据的方法“对数比”，

使得传统的统计方法也能够对变换后的数据进行相应的统计分析。除了对数比变换，还有等距对数比变

换[5]，球坐标变换[6]等。 

估计协方差矩阵是多变量分析的基础。非成分高维数据的协方差和精度(协方差的逆)矩阵估计的方法

已逐渐成熟。对于协方差估计，Bickel 和 Levina [7]提出硬阈值方法研究高维协方差的估计。Rothman、
Levina 和 Zhu [8]研究了一类更普通的阈值方法。Cai 和 Liu [9]提出了自适应阈值方法，该方法可以根据

数据选择阈值，方法的灵活度更高。对于精度矩阵估计，Friedman、Hastie 和 Tibshirani [10]提出了一种

有效的算法(Graphical lasso)估计高维精度矩阵。Cai、Liu 和 Luo [11]在矩阵求逆约束下寻找稀疏精度矩阵。

除此之外，我们还参考了 Liu 和 Luo [12]和 Fan、Liao 和 Liu [13]等文章。上面的文章都是关于非成分数

据的，对于成分数据的研究比较少。Cao、Lin 和 Li [14]提出自适应阈值方法估计协方差矩阵。但这种方

法只研究了协方差矩阵，没有研究精度矩阵估计。我们将提出一种方法研究精度矩阵。我们首先将数据

进行中心对数比变换，得到成分数据的协方差矩阵，然后借鉴稀疏列式逆算子方法得到高维成分数据精

度矩阵。本文具体安排如下。第一部分，给出了基本符号和定义，并且介绍高维成分数据精度矩阵估计

方法。第二部分和第三部分进行模拟实验和实际数据分析。 

2. 方法 

2.1. 记号 

我们首先介绍一些符号。在本文中，对于向量 ( )T
1, , p

pa a a R= ∈ ，定义
1

1

p

j
j

a a
=

= ∑ ， 2
2

1

p

j
j

a a
=

= ∑ 。

对于矩阵 ( ) p q
ijA a R ×= ∈ ，定义矩阵谱范数

2
2 2

1
sup
x

A Ax
≤

= ，矩阵 Frobenius 范数 2

,
ijF

i j
A a= ∑ ，矩阵无

穷范数
1 1
max

q

iji p j
A a

∞ ≤ ≤ =

= ∑ 。 ( )maxλ ⋅ 表示最大特征值， ( )minλ ⋅ 表示最小特征值，A 的转置用 TA 表示， {}I ⋅

是指示函数。 
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2.2. 方法 

令 ( )T1
1 2

1
, , , ; 0, 1, 2, , ; 1

p
p

p i i
i

S X X X X X i p X−

=

 
= = > = = 
 

∑  ，其中 ( )T
1, , pX X X= ⋅⋅⋅ 是 p 维成分数

据， 1pS − 为 1p − 维单形空间。对成分数据做对数比变换，把成分单形空间映射到欧几里得空间中，从而

使经典的统计方法可以适用于变换后的数据。在此我们采用中心对数比变换： 

( ) ( ) ( )
1log , , log pXXclr X

g X g X
 

=   
 

                             (1) 

( )
1

1

pp

i
i

g X X
=

 
=  
 
∏ 是 X 的几何均值。 

定义中心对数比协方差矩阵 ( )jk p p
γ

×
Γ =  

( )i iS clr X=  

( )cov ,jk j kS Sγ =                                     (2) 

从而，我们得到中心对数比协方差矩阵 Γ。 
对于成分数据协方差矩阵 Σ，Cao、Lin 和 Li [14]建议用中心对数比协方差矩阵 Γ代替协方差矩阵 Σ，

这极大地促进了新方法和相关理论的发展。 
如果 Σ是非奇异的，对于精度矩阵Ω，我们有 ΣΩ = Ε。令 i ieβ = Ω ， iβ 表示精度矩阵的第 i 列， ie

是单位矩阵的第 i 列，则 i ieβΣ = ，即 0i ieβΣ − = 。为了解决高维协方差矩阵奇异性问题，即当样本量小

于变量个数，样本协方差矩阵不是满秩的，对于高维成分数据的样本中心对数比协方差矩阵 Γ̂，此时我

们考虑列损失函数 

( ) T T1ˆ ˆ,
2i i i i if B eβ β βΓ = Γ −                                 (3) 

其中 ( )1 2, , , pB β β β=  。 

Γ̂是正定的，则 if 是凸函数，当损失函数趋于 0 时，损失函数越小，B 越趋近Ω。 
为了解决精度矩阵的稀疏性，我们加 1 惩罚到列损失函数，使 iβ 中的一些坐标尽可能为 0，即 

T T
1

1 ˆ
2 i nieβ β β λ βΓ − +                                  (4) 

令 ˆ
iβ 是下式的解 

T T
1

1ˆ ˆarg min
2p

i i ni
R

e
β

β β β β λ β
∈

 = Γ − + 
 

                          (5) 

则 ( )1̂
ˆˆ , , pB β β= ⋅⋅⋅ ，其中 ( )T

1
ˆ ˆ ˆ, ,i i ipβ β β= ⋅⋅⋅  

其中 ie 是单位矩阵的第 i 列， 0niλ > 是调整参数，参见文献[12]。 
对于 niλ 的选择，基于 H 折交叉验证，我们定义 ( )ˆ v

iβ λ− 通过除第 v 折外的样本得到， ˆ vΓ 为第 v 折样

本协方差矩阵， 1, ,v H=  ，其中 H 是一个固定的整数。 0 1 Nλ λ λ< < < 划分区间 [ ]0, 4 ，其中
4

j
i

N
λ = 。 

( )( ) ( ) ( )T T

0 1

1 1ˆ ˆ ˆ ˆˆarg min
2

H
v v v v

i i j i j i i j
j N v

e
H

λ β λ β λ β λ− − −

≤ ≤ =

  = Γ −    
∑                  (6) 

使用最优 îλ ，然后基于完整数据集计算得到最终估计。 
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综上，我们可以得到高维成分数据的精度矩阵估计 

( )ˆ ˆij p p
ω

×
Ω = 其中 { } { }ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆij ji ij ij ji ji ij jiI Iω ω β β β β β β= = < + ≥ 。 

3. 数值模拟 

我们按照 Cao、Lin 和 Li [14]生成数据 ( ), , 1, ,k kW X k n= ⋅⋅⋅ 。以下面 2 种方式得到 kY ： 
方式 1： kY 独立于多元正态分布 ( )0,pN µ Σ  
方式 2： 10k kY FUµ= + ，其中 T

0FF = Σ ， ( )~ 10,1kU Γ ，矩阵 F 可以通过奇异值分解得到

( T
0 QSQΣ = ， 1 2F QS= )。这 2 种方式中，我们从 [ ]0,10 上的均匀分布中随机取出 µ 的分量。 

e kjY
kjW = ，

1
, 1, ,

p

kj kj ki
i

X W W j p
=

= =∑                             (7) 

这样我们就得到了 ( )T
1, ,k k kpW W W=  ， ( )T

1, ,k k kpX X X=  。 

对于 0Σ ，我们通过以下 2 个模型得到： 
模型 1： 0 p pI ×Σ = ； 

模型 2： ( )0 1 2,diag A AΣ = ，其中
1 11 p pA B Iε ×= + ，

2 22 4 p pA I ×= ， 1 2p p =  ， 2 1p p p= − 。
 

我们取 ( )( )minmax ,0 0.01Bε λ= − + ，而 B 是一个对称矩阵，它的下三角元素独立于值为

[ ] [ ]1, 0.5 0.5,1− −  的概率为 0.2，值为 0 的概率为 0.8 的均匀分布。 

在2种模型下，我们比较了不同变换 ( )clr X ，样本Y，log X 和通过其变换得到的精度矩阵估计量 Ω̂，

ˆ
YΩ ， ˆ

lΩ 的优劣。其中 ˆ
YΩ 是理想估计量，而 ˆ

lΩ 忽略成分数据的独特特征，表现不佳。我们考虑以不同

变换下的样本相关性，谱范数和 Frobenius 范数等性能指标来比较方法的优劣。 
对于模型 1，我们考虑样本相关性。取样本大小 100n = ，样本维数 50p = ， 100p = 和 200p = 时进

行模拟。 
从图 1 和图 2 可以看出， ( )clr X 样本相关关系以 0 为中心，与 Y 的样本相关关系分布类似，并且相

似度随着维数p的增大而增大。而 log X 上观察到了伪相关现象，log X 的样本相关性出现了向上的偏移。

可见中心对数比变换( clr )处理高维成分数据具有优越性。 
 

 

Figure 1. Boxplots of sample correlation under different transformations in mode 1 
图 1. 由方式 1 得到的不同变换下的样本相关性箱型图 
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Figure 2. Boxplots of sample correlation under different transformations in mode 2 
图 2. 由方式 2 得到的不同变换下的样本相关性箱型图 

 
对模型 2 下的精度矩阵的性能进行研究，我们取样本大小 100n = ，样本维数 50p = ， 100p = 和

200p = ，进行 500 次模拟，然后给出模拟结果均值。 
 
Table 1. The precision matrix performance index under different transformations obtained in mode 1 
表 1. 由方式 1 得到的不同变换下精度矩阵性能指标 

p Ω̂  ˆ
YΩ  ˆ

lΩ  

谱范数    

50 0.7464 0.7440 3.0591 

100 0.5569 0.5550 2.4696 

200 0.4554 0.4542 2.1795 

Frobenius 范数    

50 2.4577 2.4245 10.8431 

100 2.9003 2.8745 13.7074 

200 3.7898 3.7713 18.6849 

 
Table 2. The precision matrix performance index under different transformations obtained in mode 2 
表 2. 由方式 2 得到的不同变换下精度矩阵性能指标 

p Ω̂  ˆ
YΩ  ˆ

lΩ  

谱范数    

50 0.1212 0.1187 0.5845 

100 0.1190 0.1177 0.6227 

200 0.1195 0.1188 0.6112 

Frobenius 范数    

50 0.6286 0.6160 2.9426 

100 0.8574 0.8486 4.0881 

200 1.1897 1.1838 5.7714 
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表 1 和表 2 比较了不同变换下的精度矩阵的谱范数和 Frobenius 范数，无论是谱范数还是 Frobenius
范数， Ω̂与理想估计 ˆ

YΩ 的性能指标几乎一致，从而验证我们提出方法的合理性。 

4. 与炎症性肠病(IBD)相关的细菌物种数据集分析 

IBD 数据集收集了 85 例 IBD 病例的粪便样本和 26 个正常对照样本，并对每个样品进行宏基因组测

序，从而鉴定出总共 97 种细菌物种[15]。对于数据集中的零元素，在不超过数据生成过程中的最小探测

精度的条件下，我们取 10−3。取正常样本( 1k = )的 1/5，病例样本( 2k = )的 1/5 组成测试集，其他样本组

成训练集。然后我们对数据集进行线性判别分析，其分析模型可以参见文献[11]。 

( ) T T1ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆlog
2k k k k kX Xδ µ µ µ π= Ω − Ω +                              (8) 

其中 ˆk kn nπ = ， ˆ 1k k i
i

n Xµ = ∑ 。 ( )arg max , 1, 2k
k

X kδ = 为分类标准，分类性能与 Ω̂ 的估计精度密切相

关。 
我们对 IBD 数据集进行分类，用 TPR (真正类率)，FPR (假正类率)，MCC (马修斯相关系数)来评估

分类的情况。 

TPTPR
TP FN

=
+

，
FPFPR

FP TN
=

+
                             (9) 

( )( )( )( )
TP TN FP FNMCC

TP FP TP FN TN FP TN FN
× − ×

=
+ + + +

                     (10) 

其中 TP 代表真阳性(正常)，TN 代表真阴性(病例)，FP 代表假阳性，FN 代表假阴性。 
 
Table 3. Classification performance result 
表 3. 分类性能结果 

TPR FPR MCC 

0.8571 0.0455 0.8117 

 
从表 3 中，我们可以看出，我们的判别分析方法对该数据集的分类性能较好，可以得出高维成分数

据的精度矩阵估计 Ω̂对实际数据的处理性能良好。 

5. 结语 

本文通过对高维成分数据的分析和处理，得到了高维成分数据的精度矩阵估计方法，对高维成分数

据的研究具有一定的实际意义。协方差仅刻画了两个分量间相关性大小，不能衡量二者的直接关联性，

研究某些问题时，如微生物菌种问题，研究人员往往对菌种间的直接相互作用更感兴趣，而精度矩阵可

以衡量两个菌种间的直接相互作用。并且本文通过模拟实验和 IBD 数据集验证了该方法的合理性，可以

较好的处理高维成分数据。但对精度矩阵稀疏性和可识别性还需要进一步的研究和讨论。 
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