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Abstract 
This paper studies the weak solutions of a class of fractional nonlinear pseudo-parabolic equa-
tions. First, a priori estimates of the solution of the equation are obtained through the energy me-
thod discussion, and then the Galerkin method is used to construct an approximate solution se-
quence to prove the existence and uniqueness of the weak solution of the equation. 
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摘  要 

本文研究了一类分数阶非线性伪抛物方程的弱解问题。首先通过能量方法讨论得到方程解的先验估计，

然后利用Galerkin方法构造近似解序列来证明方程弱解的存在唯一性。 
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1. 引言 

我们考虑分数阶非线性伪抛物方程的以下初始边值问题 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 , ,t tu u u u u u u f x tα α µ σ+ −∆ + −∆ − ∇ ∆ + + ∇ =                 (1) 

( ), 0,
x

u x t
∈∂Ω

=                                     (2) 

( ) ( )0,0 ,u x u x=                                      (3) 

其中 0, ,t x R> ∈Ω Ω ⊂ 是有界光滑域，T 和α 是正常数， 0, , ,f uµ σ  是满足后面指定条件的给定函数。 
伪抛物线方程 

( ), , , ,t xxt x xxu u F x t u u− =                                (4) 

由 Coleman 等人于 20 世纪 60 年代发现，用来模拟不稳定的简单剪切流的特殊运动状态[1]。伪抛物线方

程用于各种领域，例如均匀流体通过裂隙岩石的渗漏[2] (三阶项的系数表示岩石的裂隙程度，其减小程

度对应于增加裂纹的程度)，非线性色散长波的单向传播[3] [4] (其中 u 是振幅或旋度)，种族迁移的描述[5] 
(其中 u 是人口密度)。由于伪抛物线方程的广泛应用，它们引起了数学家的极大关注，例如讨论了解的存

在性、渐近行为、正则性和衰减性[6] [7] [8] [9]。 
描述小振幅长波在非线性色散介质中的传播过程时，经典的伪抛物线方程通常必须考虑耗散机制，

以便准确反映实际情况。但是，引起波衰减的机制非常复杂，人们对其了解不多。在这种情况下，人们

可能被迫依赖耗散的临时模型[10]。在对平面波的单向传播进行建模时，需要在模型中增加非线性和色散

的耗散，如下式 
0,t x x xx xxtu u uu vu u+ + − − =                              (5) 

其中 0v > 是固定常数。方程 (5)有时被称为 Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBMB)方程，它是

Benjamin-Bona-Mahony (BBM)方程[3]和 Burgers 类型耗散项[8]的结合。最近，许多科学家开始注意到出

现在工程学和物理学中的三级流体流动数学模型框架中的 BBMB 方程[11] [12] [13]。T.Aziz 等人研究了

以下的 BBMB 运动方程 

( ) ( )( )2 2
1 3 1 36 2 ,t yy yyt yy yy t yu u u u u u u u u

k
ϕρ µ α β µ α β= + + − + +                (6) 

其中 0, 0y t> > ，u 表示速度分量， µ 表示粘度系数， 1α 和 3β 是材料常数[11]。方程(6)适用于带有多孔

介质的刚性板上非定常流动三级流体的数学模型。后来，在[14] (可以看作[11]的延续)中，作者在如下改

进的非定常流动三级流体方程中证明了解的存在性，唯一性和指数衰减 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), ,t tu u u u u u u f x tα µ γ βσ+ −∆ + −∆ − ∇ ∆ + + ∇ =                (7) 

其中 ( ) ( )11, ; , ;C R R C R Rα β γ µ σ= = = ∈ ∈ 和 ( )( ) ( )( )2
0

d
y

y z z z y y y Rσ σ′ ≤ ∈∫ 。 

分数耗散算子 ( )α−∆ 可以看作是 Levy 稳定扩散过程的无穷小生成器。与微积分方程相比，它可以更准

确地描述某些物理现象[15] [16] [17]。因此，越来越多的科学家致力于分数阶微分方程的研究[16] [17] [18]。 
基于以上工作，我们研究了分数阶方程(1)-(3)的弱解的存在性和唯一性。 
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2. 预备知识和引理 

现对文中将用到的定义、引理和记号做一些说明。记函数空间 ( )2L Ω 的范数通常表示为 ⋅ ，其标量

积由 ,⋅ ⋅ 表示， ( )pL Ω 的范数记为 ( )pL Ω
⋅ ，C 表示一个正常数，该常数可能在各行之间变化。 

定义 1：范数 ( )0, ;pL T X 表示实函数 [ ]: 0,f T X→ 的 Banach 空间，使得 

( ) ( )
1

0, ; 0
d ,  1 ,p

T p p
L T X Xf f t p= < ∞ ≤ < ∞∫  

且 

( )0, ;
0

esssup ,  .  L T X X
t T

f f p∞
≤ ≤

= = ∞  

引理 1：令σ 和 µ 均是 R R→ 上映射并且属于 C，那么   

( ) ( )
,

L
v Cµ ∞ Ω

∇ <                                     (8) 

( ) ( )
,

L
v Cσ ∞ Ω

∇ <                                     (9) 

其中 ( )1v Hα +∈ Ω 且常数 C 依赖于 v。 
证明：利用 Gagliardo-Nirenberg 不等式，有 

( ) ( )
1

2 .L Hv c v v Cα
η η

∞
−

Ω Ω
∇ ≤ <                             (10) 

其中
1

2
nη
α α

= + 。应用这个不等式，易知 

( ) ( )
,

L
v Cµ ∞ Ω

∇ <                                   (11) 

( ) ( )
.

L
v Cσ ∞ Ω

∇ <                                   (12) 

引理 2：对于
1
2

α ≥ ，令初值满足 ( ) ( )0u x Hα∈ Ω ，且 

( ) ( ) ( ) ( ); , 0 0, 0 , 0 ,C R R z z R zµ µ µ∈ = > ∀ ∈ ≠                     (13) 

( ) ( ) ( ) ( )1 ; , 0 0, 0 , 0 ,C R R z z R zσ σ σ∈ = > ∀ ∈ ≠                     (14) 

(2 ),f L∈ Ω                                     (15) 

那么问题(1)-(3)有一个弱解 u，满足 

( ) ( )
2

.
H

u t Cα Ω
≤                                   (16) 

证明：将(1)乘以 ( )u t ，并关于空间变量 x 在Ω上进行积分，我们很容易就得出了等式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 2

1 d , ,
2 d H H

u t u t I I f t u t
t α αΩ Ω

+ + + =                   (17) 

其中 ( )( ) ( ) ( )1 ,I u t u t u tµ= − ∇ ∆ ， ( )( ) ( ) ( )2 ,I u t u t u tσ= ∇ 。 

估计 1I 。易知 
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( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1

0

0

,

 d d

 d d

0.

u t

u t

I u t u t u t

z z u t x

z z u t x

µ

µ

µ

∇

Ω

∇

Ω

= − ∇ ∆

= − ∇

= ∇

≥

∫ ∫

∫ ∫
                          (18) 

估计 2I 。考虑(14)，易得 

( )( ) ( ) ( )2 , 0.I u t u t u tσ= ∇ ≥                            (19) 

回顾(17)，从(18)-(19)可得 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2d ,

d H H
u t u t C

t α αΩ Ω
+ ≤                           (20) 

其中 C 依赖 f。那么运用~Gronwall~引理，可推断出 

( ) ( )
2

.
H

u t Cα Ω
≤                                 (21) 

引理 2：假设
1
2

α ≥ ， ( ) ( )1
0u x Hα +∈ Ω ，且 

( ) ( ) ( ) ( ); , 0 0, 0 , 0 ,C R R z z R zµ µ µ∈ = > ∀ ∈ ≠                     (22) 

( ) ( ) ( ) ( )1 ; , 0 0, 0 , 0 ,C R R z z R zσ σ σ∈ = > ∀ ∈ ≠                     (23) 

( )( )2 10, ; .f L H∈ ∞ Ω                                (24) 

那么问题(1)-(3)有一个弱解 u 满足 

( ) ( )
2

.
H

u t Cα Ω
∇ ≤                                 (25) 

证明：将(1)乘以 ( )u−∆ ，关于空间变量 x 在Ω上进行积分，我们有 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 21 d,
2 d

, , .

H H
u t u t u t u t u t

t
u t u t u t f t u t

α αµ

σ

Ω Ω
∇ + ∇ ∆ ∆ + ∇

+ ∇ −∆ = −∆
              (26) 

类似(18)，我们推断 

( )( ) ( ) ( ) ( ), 0.u t u t u tσ ∇ −∆ ≥                            (27) 

考虑(22)，我们可以获得 

( )( ) ( ) ( )2 , 0.u t u t u tµ ∇ ∆ ∆ ≥                             (28) 

另一方面，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21, ,
2 2

f t u t f t u t f t u tε
ε

−∆ ≤ ∇ ∇ ≤ ∇ + ∇               (29) 

其中 ε 是一个正常数并且充分小。根据(26)-(29)有 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2d ,

d H H
u t u t C

t α αΩ Ω
∇ + ∇ ≤                           (30) 
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其中 C 依赖 f。利用 Gronwall 引理，我们可以推断出 

( ) ( )
2

.
H

u t Cα Ω
∇ ≤                                    (31) 

引理 3：令
1
2

α ≥ ， ( ) ( )1
0u x Hα +∈ Ω ，u 是(1)-(3)有一个弱解，且 

( ) ( ) ( ) ( ); , 0 0, 0 , 0 ,C R R z z R zµ µ µ∈ = > ∀ ∈ ≠                       (32) 

( ) ( ) ( ) ( )1 ; , 0 0, 0 , 0 ,C R R z z R zσ σ σ∈ = > ∀ ∈ ≠                       (33) 

( )( )2 10, ; .f L H∈ ∞ Ω                                  (34) 

满足 

( ) ( )
2

0
d .

t
t H

u s s Cα Ω
<∫                                  (35) 

证明：将(1)乘以 tu 并关于时间变量 t 和空间变量 x 在 ( )0, t ×Ω上进行积分，整理可得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

0

2

0 0

2
0 0

2 , d

2 d 2 , d

2 , .

t
tH

t t
t tH

t
tH

u t u s u s u s s

u s s u s u s u s s

u f s u s ds

α

α

α

σ

µ

Ω

Ω

Ω

+ ∇

+ − ∇ ∆

= +

∫

∫ ∫

∫

                   (36) 

从(32)，我们可以得到 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
0 0 0

2 , d 2 d d d 0.
t u t y

tu s u s u s s z z y xµ µ
∇

Ω
− ∇ ∆ = ≥∫ ∫ ∫ ∫                 (37) 

考虑(25)和引理 1，可以获得 

( )( ) ( ) ( )

( )( )
( )

( ) ( )

( )

0

0

2

0

2 , d

2 d d

d ,

t
t

t
tL

t
t

u s u s u s s

u s u s u s x s

C u s s

σ

σ

δ

∞ ΩΩ

∇

≤ ∇

≤ +

∫

∫ ∫

∫

                          (38) 

其中δ 是一个正常数。 
因此，选择δ 充分小，根据(36)-(38)有 

( ) ( )
2

0
d ,

t
t H

u s s Cα Ω
<∫                                   (39) 

其中 C 依赖 f。 

3. 主要结果及其证明 

借助上述引理，我们可以证明下面的定理。 

定理 1：对于
1
2

α ≥ 令初值满足 ( ) ( )1
0u x Hα +∈ Ω ，且 

( ) ( ) ( ) ( ); , 0 0, 0 , 0 ,C R R z z R zµ µ µ∈ = > ∀ ∈ ≠                       (40) 

( ) ( ) ( ) ( )1 ; , 0 0, 0 , 0 ,C R R z z R zσ σ σ∈ = > ∀ ∈ ≠                       (41) 

( )( )2 10, ; .f L H∈ ∞ Ω                                   (42) 
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那么问题(1)-(3)有一个弱解 u，满足 

( )( ) ( )( )1 20, ; ,  0, ; .tu L H u L T Hα α∞ +∈ ∞ Ω ∈ Ω                          (43) 

证明：第一步：Galerkin 逼近 
在 Hα 上取特殊的正交基{ }jw ： ( )jw x 由拉普拉斯特征函数形成： 

( ) 1 2, , 0 .j j j j jw w w Cλ λ λ λ∞∆ = ∈ Ω < ≤ ≤ ≤ →∞                      (44) 

定义 

( ) ( )
1

,
m

m mj j
j

u t c t w
=

= ∑                                  (45) 

其中 ( )( )1, ,mjc t j m=  满足下面逼近方程 

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

, 1 , ,

, , , ,1 ,

mt j m m j m j

mt j m m j j

u t w u t u t w u t w

u t w u t u t w f t w j m

α ασ

µ

−∆ + + ∇ + −∆

+ − ∇ ∆ = ≤ ≤
             (46) 

初始条件 

( ) { }00 ,1 ,m m ju u span w j m= ∈ ≤ ≤  

( )0 0     mu u m→ →∞ 在 ( )1Hα + Ω 中强收敛。                       (47) 

显然，此时的方程(46)-(47)是一组常微分方程。应用标准常微分方程的理论，易知当 0 mt t T≤ ≤ = 时，

方程(46)-(47)具有唯一解。 
第二步：取极限 
根据以上估算，存在 ( ){ }mu t 的子序列，仍用 ( ){ }mu t 表示，满足 

mu u→ 在 ( )( )10, ;L Hα∞ +∞ Ω 中弱 ∗收敛，                      (48) 

mt tu u→ 在 ( )( )2 0, ;L T Hα Ω 中弱 ∗收敛。                       (49) 

应用 Riesz 定理，有 

mu u→ 在 ( )( )2  0, ;L Hα∞ Ω 中强收敛且几乎处处收敛于 TQ ，              (50) 

mu u∇ →∇ 在 ( )2
TL Q 中强收敛且几乎处处收敛于 TQ ，                   (51) 

mu u∆ → ∆ 在 ( )2
TL Q 中强收敛且几乎处处收敛于 TQ 。                   (52) 

考虑引理 1、引理 2 和引理 3，我们可以得到 

( )
( )

( ) ( )

0
d ,

.

mu

L

m m L

z z C

u u C

µ

σ

∞

∞

∇

Ω

Ω

<

∇ <

∫
                                 (53) 

应用控制收敛定理，我们发现 

( ) ( )
0 0

d dmu u
z z z zµ µ

∇ ∇
→∫ ∫ 在 ( )2

TL Q 中强收敛，                   (54) 

( ) ( )m mu u u uσ σ∇ → ∇ 在 ( )2
TL Q 中强收敛。                      (55) 

通过(47)-(52)和(54)-(55)，在(46)中取极限，我们获得 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )
( )

2 2
0

2

0

, , d ,

, 1 ,

, , ,

0 .

u t
t

t

u t w u t w z z w

u t w u t u t w

f t w w H

u u

α α

αα

α

µ

σ

∇
+ −∆ −∆ + ∇

+ −∆ −∆ + + ∇

= ∀ ∈ Ω

=

∫



                  (56) 

另外 

( )( ) ( )( )1 20, ; ,  0, ; .tu L H u L T Hα α∞ +∈ ∞ Ω ∈ Ω                       (57) 

第三步：解的唯一性 
令 u 和 v 是(1)-(3)的弱解。定义 w u v= − ，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )
0,

0 0.

t tw w w u u v v

w u u v v

w

α α µ µ

σ σ

+ −∆ + −∆ − ∇ ∆ − ∇ ∆

+ + ∇ − ∇ =

=

                    (58) 

将(58)与 w 相乘，然后关于时间变量 t 和空间变量 x 从 ( )0, t ×Ω进行积分，我们得到 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

2

0

2

0 0

2 , d

2 d 2 , d 0.

t

H

t t

H

w t u s u s v s v s w s s

w s s u s u s v s v s w s s

α

α

µ µ

σ σ

Ω

Ω

− ∇ ∆ − ∇ ∆

+ + ∇ − ∇ =

∫

∫ ∫
           (59) 

利用函数的单调性，我们推断 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

0 0 0

2 , , d

2 d d , d 0.

t

t u s v s

u s u s w s v s v s w s s

z z z z w s s

µ µ

µ µ
∇ ∇

− ∇ ∆ − ∇ ∆

= − ∇ ≥

∫

∫ ∫ ∫
                (60) 

另一方面，我们发现 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

0

0

2 , d

2 , ,

, d .

t

t

u s u s v s v s w s s

u s v s w s u s w s w s

v s v s w s s

σ σ

σ σ

σ

− ∇ − ∇

= − ∇ + ∇
− ∇ 

∫

∫                  (61) 

利用估计，我们有 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )1 ,v s u s L v s u sσ σ∇ − ∇ < ∇ −∇                       (62) 

那么，由(62)，可知 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

0

0

1 0

2 2
1 0

2

0

2 , , d

2 , d

2 , d

d d

d .

t

t

t

L

t

L

t

H

u s v s w s v s v s w s s

v s u s v s w s s

L v s w s w s s

L v s w s w s x s

C w s sα

σ σ

σ σ

∞

∞

Ω

Ω Ω

Ω

− ∇ − ∇

= ∇ − ∇

≤ ∇

≤ ∇ +

≤

∫

∫

∫

∫ ∫

∫

                  (63) 

https://doi.org/10.12677/aam.2020.94066


程嘉卓 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2020.94066 558 应用数学进展 
 

回顾(61)，从(63)可推出 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

0 0
2 , d d .

t t

H
u s u s v s v s w s s C w s sασ σ

Ω
− ∇ − ∇ ≤∫ ∫             (64) 

令 ( ) ( ) ( )
2

H
s w s αρ

Ω
= ，从(58)-(60)和(64)，我们有 

( ) ( )
0

d .
t

s C s sρ ρ≤ ∫                                   (65) 

此时，应用 Gronwall 引理，我们有 ( ) 0sρ = ，即 0w = 。 
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