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Abstract 
Combining the particularity of the uniform circular array structure, this paper proposes a 2-D DOA 
estimation method based on CS theory. This method first uses the pattern space transformation to 
convert the uniform circular array of array element space into the virtual linear array of pattern 
space; secondly, the SVD processing is used to reduce the dimension to obtain a low-dimensional 
data matrix; finally, utilizes the OMP algorithm to solve the problem to obtain the 2-D angle estima-
tion value. Theoretical derivation and experimental simulations show that this method does not re-
quire spectral peak search and has a small amount of calculation. It also has good estimation per-
formance for two-dimensional coherent and non-coherent signals. Compared with the classic algo-
rithm, this method also has certain advantages for 2-D DOA estimation under different conditions. 
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摘  要 

结合均匀圆型阵列结构的特殊性，论文提出了一种基于压缩感知的二维波达方向估计方法。该方法首先
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利用模式空间转换将阵元空间的均匀圆阵转换成模式空间的虚拟线阵；其次采用奇异值分解的方法进行

降维，得到低维数据矩阵；最后借助正交匹配追踪算法进行求解，获得二维角度估计值。通过理论推导

和实验仿真表明该方法无须谱峰搜索，计算量较小，对于二维相干信号和非相干信号也都具有良好的估

计性能。相比于经典算法，对于不同条件下的二维DOA估计该方法也具有一定的优越性。 
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1. 引言 

阵列信号波达方向估计(Direction of Arrival, DOA) [1]侧重于对感兴趣的空域信号进行处理计算，以

实现信号参数的准确估计，从而定位信号源的位置。根据估计参数的个数不同，波达方向估计分为单参

数估计和多参数估计。单参数估计指的是阵元位于同一个平面内，属于一维参数估计。实际上，大多信

号位于立体空间，解决的是方位角与俯仰角的联合估计[2]、频率和角度联合估计[3]、时延和角度联合估

计[4]、极化参数和角度联合估计[5]等二维参数问题。其中，二维 DOA 估计是对三维空间的俯仰角和方

位角进行估计，能够充分表示出信号的空间特征，而非平面特征，相比之下难度也会增加。因此，研究

二维阵列信号波达方向角估计更具有实际意义。 
目前大多二维 DOA 估计都是基于 L 型阵列结构[6]，即由两个相互垂直的均匀线性阵列(Uniform 

Linear Array, ULA)组成。空间谱估计算法可以利用 L 型阵列的特殊性，将二维 DOA 角度解耦并转变

为两个一维 DOA 估计的问题。与此同时，均匀线阵的阵列结构符合范德蒙(Vandermonde)矩阵的特点，

可以直接运用很多优良的一维 DOA 估计算法进行求解。所以 L 型阵列的二维角估计值相对来说更易得

到。而今基于均匀圆阵的研究较少，原因是其阵列流形不符合范德蒙结构。但均匀圆阵具有圆对称性，

能同时对方位角和俯仰角进行估计，覆盖了 360˚全方位角度信息，更符合实际应用。针对此，文献[7] [8] 
[9]所提的模式转换，将均匀圆阵转换为虚拟线阵，转换后的阵列流形类似于均匀线阵，符合范德蒙结

构，所以适用于均匀线阵的算法也可以应用于均匀圆阵。虽然解决了阵列流型矩阵的基本形式问题，

但现下基于圆阵的二维估计方法大多都是波束形成算法和子空间分解算法，压缩感知(Compressive 
Sensing, CS) [10]类算法甚少。事实上，对比于传统算法，压缩感知和稀疏表示理论[11]为波达方向估计

提供了一种崭新的思路。该理论表示，若信号能表示出稀疏特性，就能运用重构算法恢复原始信号。

而信号数通常都是有限的，采用某种空间划分方法就能满足稀疏条件，而且无需任何预处理即可对相

干信源实现估计[12]。 
鉴于此，论文提出了一种均匀圆阵下基于压缩感知的二维 DOA 估计算法。该算法首先利用模式空

间转换将阵元空间的均匀圆阵转换成模式空间的虚拟线阵，该线阵与普通线阵一样，符合范德蒙矩阵

结构；再基于阵列流型矩阵的形式构造稀疏表示基矩阵，以此建立 DOA 估计模型；为降低运算量，论

文将阵列接收数据列数采用奇异值分解的方法进行降维，得到低维的信号子空间；最后利用 OMP 算法

求解空间目标的角度参数。理论分析和实验仿真结果表明，相比于其他算法，论文提出的二维 DOA 估

计算法计算量小，相干情况下也无须进行平滑处理即可求解，不同条件下的二维 DOA 估计也都具有较
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好的估计效果。 

2. 压缩感知理论 

压缩感知理论是一种新兴的基于信号稀疏的观测理论，其基本处理过程如图 1 所示。首先将原始信

号经过稀疏变换使其非零元素甚少，显示稀疏特性；再通过合适的测量矩阵得到低维数据矩阵以完成压

缩采样，尽管降维后的数据不是信号本身，但却包含其所有信息，大大节省了存储和传输成本。而信号

的稀疏特性，使得借助稀疏重构算法能实现信号的重构。接下来着重阐述下压缩感知的数学模型。 
 

 
Figure 1. Compressed sensing process 
图 1. 压缩感知处理过程 

 

假定空域存在一个有限长离散 1N × 的原始信号 x ，和一个由 N 个 1N × 维基向量 iΨ  ( 1,2, ,i N=  )
构成的 N N× 维基矩阵Ψ，在Ψ投影下， x 为： 

1

N

i i
i

S
=

= Ψ =∑x SΨ                                      (1) 

式中， 1NC ×∈S 是 x 的系数向量，且 S 中仅有 K 个非零元素，因此， x 满足一定的稀疏性，也即具有可

压缩性。当使用满足要求的测量矩阵 M NC ×∈Φ 对 x 进行测量，且Φ 与 x 独立不相关，可得 x 的观测数

据向量。 
=y xΦ                                          (2) 

式中， 1MC ×∈y 表示观测数据向量，由于 M N ，式(2) (2.22)形成的方程组有无穷多个解，如果直接求

解，很难从 y 中恢复出 x 。将式(1) (2.21)代入式(2) (2.22)中，可以得到： 
= = =y x S SΦ ΦΨ Θ                                (3) 

式中， M NC ×∈Θ 称为感知矩阵(Sensing Matrix)，为Φ 和Ψ相乘所得。由式(3) (2.23)可知， y 是由 S 在Θ

上投影得到的，则利用重构算法通过 y 可以恢复出 S ，进而获得 x 。文献[13]提出：当 S 满足稀疏性，Θ

满足任意 2K 列非线性相关时，则式(3) (2.23)可以通过求解 0l 范数最小化问题精确重构： 

0min s.t. =S y SΘ                                  (4) 

式(4)是一个 NP-hard 问题，(2.25)求解该式很困难。但文献[14]指出：在一定条件下， 0l 范数和 1l 范
数等价。即式(4)可转为 1l 优化问题求解： 

1min s.t. =S y SΘ                                  (5) 

当信号含有加性高斯白噪声 n时，式(3)重写为： 
= = =y x + n S + n S + nΦ ΦΨ Θ                            (6) 

式中， n为 1N × 维噪声矢量。对式(5)中 S 估计的优化模型为： 

1 2min s.t. ε− <S y SΘ                               (7) 

式中， ε 是与噪声有关的常量，通常为一很小的常量。 
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3. 基于压缩感知的二维 DOA 估计 

3.1. 阵列结构和信号模型 

阵列信号波达方向估计侧重于通过对感兴趣的空域信号进行处理计算，实现对信号参数的准确估计，

从而获得信号源的位置信息。一般来说，整个估计过程分为三部分[1]：目标空间、观察空间和估计空间，

如图 2 所示。 
 

 
Figure 2. The spatial spectrum estimation process 
图 2. 空间谱估计过程 

 

目标空间是由复杂环境和信号源参数组成，也就是我们通过特定的算法对信号参数进行估计的目的；

观察空间主要由天线阵元和多个通道组成，其目的是接收目标空间发射过来的信号，环境的复杂性使得

其信号信息可能包括噪声干扰信息；估计空间是利用相关的估计算法对信号的各参数进行计算。重构性

能的好坏与很多因素有关，比如阵元间的互耦、通道之间的不一致性等。为了利于研究，通常假设： 
1) 目标信号为远场窄带信号，阵列接收到的信号可视为平面波； 
2) 天线阵列为全向天线，入射平面波的波长远，接收阵列阵元间距大于其几何尺寸，且各个阵元间

的相互影响可忽略不计； 
3) 信号在信道中的传输介质均匀、线性、同向性及非扩散的。 
论文采用如图 3 所示的均匀圆形阵列接收信号，半径为 r，均匀分布 M 个阵元，并以圆阵天线的圆

心作为参考点。 
 

 
Figure 3. The uniform circular array structure 
图 3. 均匀圆形阵列结构 

 

假设有 K 个远场窄带信号源 ( ){ }ks t ， 1,2, ,k K=  ，分别由方向 ( ),k kθ φ 入射到阵列上，其中方位角

kθ 定义为第 k 个入射信号在 xoy 平面投影与坐标系 x 轴的夹角：0 360kθ< < ；俯仰角 kφ 定义为第 k 个入
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射信号与坐标系 z 轴的夹角： 0 90kφ< < ，则 t 时刻第 m 个阵元接收到的单快拍信号为： 

( ) ( ) ( ) ( )
1

,
K

m k k k m
k

y t s t n tθ φ
=

= +∑a                                (8) 

式中， 1,2, ,m M=  ， ( ){ }mn t 表示各阵元上的高斯白噪声， ( ),k kθ φa 表示第 k 个信号的导向矢量，即： 

( ) ( )
( ) T2 12 2 sin cos2 sin cos2 sin cos, e ,e , ,e

k kk k
k k

M
j rj r Mj r M

k k

π φ θ λφ θ λφ θ λθ φ
 π −  π − π −   π    

 
 =
 
 

a             (9) 

则 t 时刻，M 个阵元接收的信号可表示为： 

( ) ( ) ( ) ( ),t t tθ φ= +y A s n                                 (10) 

式中， ( )ty 为阵元接收的 1M × 维数据矢量，信号源 ( ) ( ) ( ) ( ) T
1 2, , , Kt s t s t s t =  s  ，阵列导向矢量矩阵

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2, , , , , , ,k kθ φ θ φ θ φ θ φ =  A a a a 。为简便起见，式(9)改写为： 

( ) ( ) ( ) ( )0 1 1
Tcos cos cos, e ,e , ,ek k k Mj j j

k k
ς θ γ ς θ γ ς θ γθ φ −− − − =  a                      (11) 

式中， 2m m Mγ = π ， 0 sink rς φ= ， 0 2k λ= π ， λ 为载波波长。 
假设采样数为 L，即考虑多快拍数模型下，阵列的接收数据的矢量Y 为： 

( ) ( ) ( ) ( )1 , 2 , , M LL C × = ∈ y y yY Y ，空域信号源矢量变为： ( ) ( ) ( ) ( )1 , 2 , , K LL C × = ∈ s s sS S ，对应地，

噪声矢量为： ( ) ( ) ( ) ( )1 , 2 , , M LL C × = ∈ n n nN N 。因此，接收端阵列接收到的数据矢量表达式如下： 

( ),θ φ= A +Y S N                                      (12) 

3.2. 模式空间转换 

均匀圆阵的天线模型有着巨大的优势，但其阵列流型矩阵却不符合 Vandermonde 结构，限制了很多

优良算法的直接应用。由此，运用文献[7] [8] [9]所提的模式空间转换。 
假设全阵元互不相耦，构造加权矩阵： 

[ ]
0 1

T
1 0 1, , , , , ,

1,e , ,e M

h h h h

ji ji
i

M

γ γ −

− − + −

=

=

 =  

F W

W w w w w w

w

 



                               (13) 

式中， , ,0, ,i h h= −   ，h 表示模式数。相应的模式空间阵列流形为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
+

H

1
, e e ek kk j i qM j i qMji

i k k i k i qM k i qM k
q

b b bθ θθθ φ φ φ φ
∞

+ −
+ −

=

 = + + ∑w a            (14) 

式中， ( ) ( )i
i ib M j Jφ ς= 表示第 i 阶相位模式， ( )iJ ς 表示第 i 阶第一类贝塞尔函数。式(14)的第一项为

主项，其他项为残余项。文献[7]证明：当 [ ]0i h k r> = 时， ( )ib φ 的模值可以忽略。因此，当满足 2 1M h> +

时，即阵元间距小于 2λ 的均匀圆阵，残余项可以忽略，即： 

( ) ( )H , e kji
i k k i kb θθ φ φ≈w a                                   (15) 

有： 

( ) ( )1 H , e kji
i k i k kb θφ θ φ− ≈w a                                    (16) 

则阵列输出信号变换为： 
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( ) ( ),θ φ θ= == JF JFA + JF A + JFY Y S N S N                         (17) 

其中， 

( )

( )
( ) ( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 1 1

1

e e e

e e e

e e e

K

K

K

i

jh jh jh

j h j h j h

jh jh jh

diag b
θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

θ

θ

− − −

− − − − − −

 =  
 
 
 =  
 
  

J

A





   



                          (18) 

显然，此时的阵列流型矩阵满足 Vandermonde 结构， ( ) ( )2 1h KCθ + ×∈A ，可以直接运用一维 DOA 估计

算法进行求解。 

3.3. SVD 处理方法 

对于实际情况，接收到的信号可能含有大量快拍数 L，可能会造成计算量过高。由此论文将接收到

的信号进行奇异值分解(Singular Value Decomposition, SVD)，得到信号子空间和噪声子空间[15]，将高维

接收信号矩阵映射到低维子空间，以减少计算量。即： 
HY = ULV                                          (19) 

式中， , ,0, ,i h h= −   ，h 表示模式数。相应的模式空间阵列流形为： 

k kS = =Y ULD YVD                                     (20) 

式中， [ ]Hk k=D I O ， kI 为 K K× 维单位矩阵，O为 ( )K L K× − 维零矩阵。由于右乘矩阵为矩阵初等列

变换，故 SY 与 Y 具有相同的稀疏特征，且 SY 包含了信号大部分的能量。式(20)中无论信号源是否相干，

大奇异值对应的奇异矢量都是各信号源阵列导向矢量的一个线性组合，从上述分析可知 SVD 分解本质是

一个信号分量累积的过程，使得在低信噪比条件下能够进行信号处理。对比式(12)和式(20)可知，接收数

据矩阵Y由 M L× 维降至 M K× 维，对于实际情况，快拍数 L 很大，而信源数目 K 通常很小，即有：L K ，

因此求解式(20)显著降低了运算量。下面对式(20)所示的降维 CS 信号模型进行优化求解。 

3.4. 稀疏信号求解 

由 CS 理论可知，信号满足稀疏特性，则可借助稀疏分解求解原始信号。论文采用正交匹配追踪算

法[16]进行求解，进而根据非零元素的位置得到信源对应的方位角估计值。再根据式(16)反推得到俯仰角

估计值。 
综合以上分析，该算法的基本实现步骤如表 1： 

 
Table 1. 2-D DOA estimation algorithm steps 
表 1. 二维 DOA 估计算法步骤 

序号 算法步骤内容 

1 利用模式空间转换将阵元空间的均匀圆阵转换成模式空间的虚拟线阵； 

2 基于阵列流型矩阵的形式构造稀疏表示问题，建立一维 DOA 估计模型； 

3 按照式(20)对 Y 进行 SVD 分解，获得信号子空间 SY
； 

4 利用 OMP 算法进行求解，并根据非零元素的位置得到对应的θ 值； 

5 按照式(16)反推得到 φ 值。 
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4. 实验仿真与分析 

实验仿真环境：1) 硬件：PC 机(CPU Intel(R) Pentium CPU G630 @2.70 GHZ；主频 2.70 GHZ；内存

2 GB)；2) 软件：MATLAB R2016b 版本。 
仿真 1：验证算法的角度估计。假设有两个远场非相干信号源分别从 ( )18 ,12  和 ( )37 ,30  方向入

射到阵列中，其中，天线阵为均匀圆阵，阵元数 16M = ，最大模式数 4h = ，快拍数 200snap = ，信噪

比 SNR 10 dB= ；图 4 分别以立体图和扇形图的形式显示了论文算法和信号源真实情况下的二维 DOA
值。 
 

 
Figure 4. Two-dimensional DOA estimation of two signal sources 
图 4. 两个信号源的二维 DOA 估计 
 

从图 4 可以看出，论文所提算法对两个信号源的方位角和俯仰角均能得到较高精度的估计结果，其

二维估计值分别为 ( )17.9600 ,12.0415  和 ( )37.0900 ,29.9403  。显然，估计值和真实值基本重合，均方根

误差在在 1˚以内，但同时都有一定的误差。 
为进一步分析该算法的 DOA 估计性能，下面采用与仿真 1 相同的阵列参数，通过蒙特卡洛仿真进行

实验，统计算法的成功概率和均方根误差以分析其性能，并与现有的经典算法(UCA-ESPRIT, UCA-MUSIC)
进行比较。 

仿真 2：评估各算法角度估计的成功概率。定义成功估计概率 p 为： 

100%suc

trial

Np
N

= ×                                      (21) 

式中， trialN 为 Monte Carlo 实验总次数， sucN 为成功实验次数。论文认为二维 DOA 估计值与真实值之差

在 1˚以内认为估计成功，在−10 dB 到 20 dB 信噪比条件下进行各算法的成功概率比较，结果如图 5 所示。

经典算法在低信噪比(SNR < −5 dB)情况下，几乎不能估计，而论文所提算法相对可行。信噪比−5 dB 以

后，各算法的成功概率逐渐增大。直至 SNR = 12 dB，各算法都能保证准确估计出信号的角度值。也进一

步体现压缩感知类算法对低信噪比估计的优越性。 
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Figure 5. Comparison of the success probabilities of several algorithms 
under different SNR 
图 5. 不同信噪比下各算法的成功概率比较 

 

仿真 3：评估各算法的角度估计精度。由图 5 可知，经典算法不适用于低信噪比估计，因而论文对

信噪比在−5 dB 到 15 dB 条件下进行各算法的均方根误差比较，定义二维 DOA 估计的 RMSE 为： 

( )

( )

2

1 1

2

1 1

1 1 ˆ

1 1 ˆ

K N

kn k
k n

K N

kn k
k n

RMSE
K N

RMSE
K N

θ θ

φ φ

= =

= =

= −

= −

∑ ∑

∑ ∑
                                (22) 

那么，在二维联合估计中，二维角度的总均方根误差表示为: 

( ) ( )2 2

1 1

1 1 ˆ ˆ+
K N

kn k kn k
k n

RMSE
K N

θ θ φ φ
= =

 = − − 
 ∑ ∑                           (23) 

式中，N 为 Monte Carlo 实验次数，K 为信号源数目， k̂nθ 、 kθ 分别为第 n 次 Monte Carlo 实验估计的第 k
个信号源方位角的估计值和真实值， k̂nφ 、 kφ 分别为第 n 次 Monte Carlo 实验估计的第 k 个信号源俯仰角

的估计值和真实值。结果如图 6 所示。 
从图 6 可以看出，随着信噪比的提高，UCA-ESPRIT、UCA-MUSIC 以及论文所提算法的 RMSE 均

随之减小，但 UCA-MUSIC 算法相对下降得较缓慢，换言之，二维 MUSIC 算法需要较高的信噪比去实

现二维 DOA 的准确估计。而论文所提算法在低信噪比下，相比其它算法，有更好的分辨率。 
仿真 4：评估所提算法的相干性能。经典的二维 ESPRIT 算法和二维 MUSIC 算法都不能直接对相干

信号进行估计，都需要对算法进行一定的处理。而论文所提算法基于压缩感知稀疏理论，对相干信号同

样具有优越的性能。故对论文所提算法进行二维相干估计的 RMSE-SNR 仿真实验，信噪比 SNR：−10~20 
dB，结果如图 7 可见，信噪比越高算法估计性能越高，即以较高概率实现精确的角度估计需要较高的信

噪比。信噪比 SNR < 12 dB 之前，论文所提算法的均方根误差逐渐降低，信噪比 12 dB 以后，论文所提

算法的 RMSE 基本保持不变。 

5. 结论 

将压缩感知理论应用于二维 DOA 估计中，可以用较少的快拍数达到较高的精度，而且无需任何预处 
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Figure 6. The RMSE comparison of several algorithms under different SNR 
图 6. 不同信噪比下各算法的 RMSE 比较 
 
 

 
Figure 7. The RMSE-SNR plot of the algorithm under coherent 
sources 
图 7. 相干信源下该算法的 RMSE-SNR 图 
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理即可对相干信源进行估计。但目前基于均匀圆阵的压缩感知研究甚少，主要原因是其阵列流型矩阵

不符合范德蒙矩阵结构。针对此，论文提出了一种均匀圆阵下基于压缩感知理论的估计算法。该算法

首先利用模式空间转换将阵元空间的均匀圆阵转换成模式空间的虚拟线阵，使其符合 Vandermonde 结

构；其次基于阵列流型矩阵建立 DOA 估计模型，将获得的阵列接收数据列数采用奇异值分解的方法进

行降维；然后将接收数据矢量转化为稀疏表示问题，进而利用正交匹配追踪算法对方位角进行稀疏求

解；最后根据求得的方位角估计值反推得到俯仰角估计值。综上所述，论文的优势主要体现在以下三个

方面： 
1) 无需空间平滑等预处理即可实现相干信源的 DOA 估计； 
2) 利用模式转换，使得阵列流型矩阵满足范德蒙矩阵要求； 
3) 通过奇异值分解将阵列接收数据进行降维，得到低维的信号子空间，降低了运算的复杂度，提高

了算法的抗噪性能。 
通过理论分析和实验证明，该算法同时适用于相干和非相干情况，对于不同条件下的二维 DOA 估计

相较于其他经典算法也具有一定的优势。 
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