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摘  要 

本文对一道组合最值问题的更一般情况进行了猜测和证明，利用了图论方法证明满足要求的值不小于目

标值，再利用归纳构造证明目标值是可行的。以此得到了Euclid辗转相除法与二部图的一个对应。 
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Abstract 
This article guesses and proves a more general case of a combined maximum value problem. It 
uses graph theory to prove that the value that meets the requirements is not less than the target 
value, and then uses the induction structure to prove that the target value is feasible. In this way, a 
correspondence between Euclid’s division and bipartite graph is obtained. 
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1. 引言 

Euclid 辗转相除法是对两正整数每次进行同一个操作，即一个数除以另一数，然后用所得余数代替

原数，直到不能再进行操作。这一过程是可以类比归纳构造某个图的。笔者在思考一道组合最值问题时，

发现了这样的图。 

2. 预备知识[1] [2] [3] [4] 

图论是用来表示某类事物之间的联系的学科，通常是研究一个由若干不同顶点和连接其中某些顶点

的边组成的图形。我们用点代表这些事物，用连接两点的边(或者不连接，或者给它们赋权)表示两个事物

的特定联系。顶点和边的位置以及它们是否交叉等等情况都是不需要考虑的，我们关心的是图中顶点和

边的组合情况。图论为任何一个包含了一种二元关系的系统提供了一个数学模型，利用图论的理论和方

法可以对该模型求解。 
一个由若干不同顶点和连接其中某些顶点的边组成的图形，通常记作 ( ),G V E ，其中是 V 所有顶点

的集合，E 是所有边的集合。 
如果图中的两个顶点之间有边相连，则称它们相邻。 
如果图中有两条边与同一顶点相连，则称这两条边相邻。 
若中，存在点集满足且各自的顶点互不相邻，则称是二分图。 
顶点的权在本文定义为它所有邻边的权之和。 

3. 正文 

3.1. 一道组合最值问题 

有若干正整数，它们和为 m n⋅ ，且既可以分为和相等的 m 个组，又可以分为和相等的 n 个组，求这

些正整数个数的最小值 ( ),f m n 。 
经过对一些较小的 m 和 n 的试验我们猜测 ( ),f m n 可能是 ( ),m n m n+ − 。我们的证明如下： 

3.2. 对下界的估计 

我们将上述 m + n 个组看作平面上 m+n 个点，若其中的两个点所代表的组都含有 ( ),f m n 中的某个

数，则在它们之间连一条边，这样就构成了一个简单图 G。考虑其中最大的连通图 G'，设其中和为 m 的

点有 s 个，和为 n 的点有 t 个。显然每个数恰在一个和为 m 的组里，一个和为 n 的组里。对于图 G 涉及

的点，其所在组里的正整数必定出现两次，否则一定可以再加进一个新的点与图 T 连通，与 G'的最大性 

矛盾。对这些数求和，得到 ms = nt，于是其中点的个数为
m ns t

x
+

+ = ，这里 ( )| ,x m n 因为图 G'是连通

图，所以图 G'边个数 1s t≥ + − 。 
接下来重复上面的做法，考虑第二大连通图，依次进行下去。这样我们就可以得到图 G 的边数： 

( ) ( )
( )

| , | ,

11 ,
x m n x m n

m n m n m n m n
x x
+ − = + − ≥ + − 

 
∑ ∑  
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由于图 G 的连线方法，如果两个点所代表的组都含有 ( ) ( ), ,f m n m n m n≥ + − 中的某个数，则它们之

间就连一条边，我们就将此正整数映射到这条边，得到映射σ 。注意到每个数恰在一个和为 m 的组里，

一个和为 n 的组里，所以这样的映射σ 是合理的。显然此映射σ 是满射，所以点的个数不小于边的个数。 
因此 ( ) ( ), ,f m n m n m n≥ + − 。 

3.3. 归构造解决存在性问题 

对 m + n 作归纳构造，证明对任意正整数 m，n，存在 ( ),m n m n+ − 个正整数满足要求。 
2m n+ = 时，取两个 2 即可。 

假设m n k+ ≤ 结论成立 1m n k+ = + 时，若 m 与 n 相等，取 n 个 n 即可； 
若 m 与 n 不等，不妨设 m > n， ( )2m n n m n n⋅ = + − ⋅ 。 
由归纳假设，存在 ( ) ( ), ,m n n m n n m m n− + − − = − 个数既可以分为和相等的 m − n 个组，又可以分为

和相等的 n 个组，这些数再添上 n 个 n，这样它们既可以分为和等于 n 的 m − n + n 个组，又可以分为和

等于 m − n + n 的 n 个组，这样就满足 1m n k+ = + 时的构造。因此 ( ) ( ), ,f m n m n m n= + − 。 

综上所述 ( ) ( ), ,f m n m n m n= + − 。 
这样，对两个不同的正整数进行 Euclid 辗转相除法的过程，与我们上面的归纳构造得到的图是一一

对应的。因为对这两个正整数每进行一次辗转相除，与上述的一次删去一些点与边的过程是相对应的。 
而由上述对下界的估计知，归纳构造的图使 f 达到了最小值，一定有每个正整数和图 G 的边一一对

应。将图中的顶点按权为 m 或 n 分类，可知道归纳构造图是一个二部图。 
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