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摘  要 

初等数学是高等数学的基础，高等数学是初等数学的继续和提高。本研究主要分析了高等数学与初等数

学知识之间的关系以及高等数学对初等数学教学的指导意义，高等数学知识内容较多地出现于数学竞赛

问题之中，以2道数学竞赛中数列问题为例，以高等数学范畴中的思想和方法为解决契机，给出高中数

学教学的建议。 
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Abstract 
Elementary mathematics is the basis of advanced mathematics, while advanced mathematics is the 
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continuation and improvement of elementary mathematics. This research mainly analyzes the re-
lationship between advanced mathematics and elementary mathematics knowledge and the 
guiding significance of higher mathematics to elementary mathematics teaching, the content of 
advanced mathematics knowledge appears in mathematics competition problems, takes the 
problem of sequence of number in two mathematical competitions as an example, taking the ideas 
and methods in the category of advanced mathematics as a turning point, this paper gives some 
suggestions on the teaching of high school mathematics. 
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1. 问题的提出 

在许多数学教师眼中，尤其中学教师都会认为高等数学与初等数学存在很少的联系，大家都认为初

等数学与高等数学之间无论是在学习方法上还是观点上都存在着很多的不同点。那么就会有人在教学上

产生这样一种想法：我只要把课本中的知识给学生讲通、讲透彻就可以，学生只要学会利用课本中的知

识解决问题，也就不需要额外学习高等数学中的知识了，高等数学知识的学习反而会增加学生的课业负

担。我们不否认高等数学知识会给学生带来压力，也并不提倡利用课堂给学生传授高等数学知识，但是

一个优秀教师讲授的知识仅仅停留在课本上是远远不够的，在遇到一些初等数学问题时，大家往往想不

到用合理的解释来说明问题，原因就是有些初等数学的知识只是一个表面的结论，更深一层的解释还是

需要高等数学中的知识，换句话说，高等数学是初等数学的延展和提高。因此高等数学与初等数学之间

有着千丝万缕的关系。 
高等数学和初等数学的结合一方面可以更好地了解数学知识的深度和数学问题的背景，以更高的角

度看初等数学以及初等数学的教学；另一方面对教师的数学学科素养和解题能力的提高具有重要意义[1]。
教师以高等数学的视角分析初等数学的某些问题，不仅会更透彻、更全面，而且还对中学教师更好地把

握教学有很大的帮助。目前我国教育部已经出台并实施的《普通高中数学课程标准(2017 年版 2020 年修

订)》中很大程度增加了高等数学和现代数学的知识，这些足以说明高等数学在初等数学教学中有着重要

的作用。 
著名数学家 M•阿蒂亚说：“没有这些抽象概念，数学恐怕早就被成堆的复杂问题压得喘不过气来，

也早就分裂成数不清的、互不关联的个别情况的研究了[2]。”数学反复经历了由特殊到一般，由直观

到抽象的过程，代数体系中学习数学是从“数”开始，但是随着知识难度的增加，了解到数学不仅仅

局限于“数”，符号也可以充当“数”或者更复杂的量的角色，更高层次的抽象是符号之间的运算法

则和相互关系。随着社会的发展，高考作为选拔以及筛选人才的一个通道，高考试题的难度在不断地

增加，在数列的题目中都会看到高等数学的影子，这些题目在一定程度上会难倒一大批学生，那么在

平时的数学学习中就要给学生融入适当的高等数学知识，这就要求中学数学老师知识的储备量要远远

高于初等数学的知识，以便从更高的观点把知识传授给学生，学生学习这些观点以后，更利于解决难

度高的数列问题。 
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2. 高等数学与初等数学的联系 

2.1. 高等数学与初等数学知识内容间的关系  

数学的发展是一个不断发现、不断统一、不断深化的过程[3]。初等数学包括算术、初等代数、初等

几何和三角等，初等数学知识主要在小学与中学中学习。初等数学以常量数学为主，但也包含初步的变量

数学。高等数学有数理逻辑、数论、几何学、代数学、微分方程、拓扑学、概率论、函数论和泛函分析等

分支，这些知识比初等数学更加深奥。高等数学主要以非匀变量为对象研究现实世界的空间形式与数量关

系，学习的是数学的“所以然”。对比初等数学，高等数学的研究对象和方法更加繁杂，但它们之间有高

度统一与本质的联系，这始终贯穿于数学的整个学习过程。在初等数学的学习中有很多问题它本身是无法

解决的，必须借助高等数学的理论工具对问题进一步分析，才可以做出合理的解释。作为一名数学教师要

做到尽可能地把握数学发展的过程，清楚地认识到高等数学知识的学习对初等数学教学的意义，在教学中

可以把相关的高等数学知识贯穿到中学教学中，对所学知识要做到既知其然，又知其所以然。 

2.2. 高等数学与初等数学教学关系 

结合《普通高中数学课程标准(2017 年版 2020 年修订)》和教学大纲的要求可知高中数学课程的基本

理念是以学生发展为本，落实立德树人根本任务，培育科学精神和创新意识，提升数学学科素养，使得

人人都能获得良好的数学教育，不同的人在数学上得到不同的发展，教学要面对全体学生进行，要促进

每一个学生的发展，既要为所有的学生打好共同基础，也要注意发展学生的个性和特长[4]。由于各种不

同的因素，学生在数学知识、技能、能力方面以及数学经验、志趣上存在差异。因此，教师应尊重学生

的人格，关注个体差异，区别对待，因材施教，因势利导、在教学中宜从学生的实际情况出发，兼顾学

习有困难和学有余力的学生，通过多种途径和方法，调动所有学生学习数学的积极性。改进教学策略，

满足学生的不同学习需求，发展学生的数学才能。这就要求数学教育在对不同数学现实和不同数学特长

的学生就要因材施教，从而高中课程中设置了选修课程，其中包含了许多高等数学内容，比如微积分就

出现在选修 A 类课程和 B 类课程中，包括函数极限、导数和微分等，大学的先修课程如微积分、解析几

何和线性代数都出现在教材中，这样设置的目的是：1) 充分考虑到学生不同的成长需求，为学生提供多

样性的课程，让学生自主选择；2) 为学生的可持续发展和终身学习提供条件；3) 提供一个学生可展示数

学才能的平台，以便学生发展数学兴趣，满足学生的不同志趣；4) 为高校的招生提供参考。因此在教学

中要对学生进行适当的引导，尊重学生的选择，对学有余力的学生合理的拓展一些高等数学的内容，思

想和方法是非常有必要的。 
数列是一类特殊的函数，是数学重要的研究对象，也是研究函数的基本工具，在生活中有着广泛的应

用。数列的学习从小学便有接触，小学中的数列以找规律的形式出现，就是“按一定次序排列的一列数”，

让学生在学习中发现数列规律，寻找数列规律的方法是依据数列隐含规律的几种表现形式，从不同的角度

认真观察、比较、尝试和计算。在这一阶段对数列的认识是最基础最简单的。在中学数学中讲到数列的概

念，出现等差、等比数列以及可以转化为等差、等比的数列，了解等差数列与一元一次函数、等比数列与

指数函数的联系，学生能感受数列与函数的共性与差异，体会数学的整体性。这些内容对于学生来说是基

础性的知识，考虑到学生的差异性，在 A 类课程中设置了微积分专题，其中就包括数列极限[4]：1) 通过 

典型收敛数列的极限过程(当 n →∞ 时，
1 0
n
→ ， 1

1
n

n
→

+
， ( )0 0 1nq q→ < < ， ( )

1

1 0na a→ > )，建立

并理解数列极限的 ε-N 定义；2) 探索并证明收敛数列是有界数列；3) 通过典型单调有界数列
1
n

 
 
 

，
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1
n

n
 
 

+ 
，{ }( )0 1nq q< < 的收敛过程，理解单调有界数列必有极限；4) 掌握数列极限的四则运算法则； 

5) 通过典型数列的收敛性，理解 e 的意义。在此基础上建立函数极限和连续的概念，用极限刻画导数，

通过极限建立微分和积分的概念，这并非是把高等数学内容下放到高中课程中，而是要求教师考虑学生

的接受能力，着重直观理解，培养学生的数学抽象能力，为大学数学课程奠定基础，也为学有余力的学

生提供解高考题和竞赛题的思路。 

3. 高等数学与初等数学中数列的应用 

数学竞赛在一定程度上可以激发学生学习数学的兴趣，中国为了发现和选拔数学人才在数学竞赛中

投入很大，数学竞赛也在跌跌撞撞中走向成熟。在这样的背景下，有许多学生尝试参加数学竞赛，并出

现了很多佼佼者，也意味着很多中学生的思维是可以达到更高的层次，是可以接受比所在学习阶段更难

的数学知识的。 
例 1 (根源杯预考)记 ( )f x 为正整数 1x > 的最大素因子，数列{ }na 定义如下： 

1 1a > 为正整数， ( )1n n na a f a+ = +  1a ≥ ，证明：存在正整数 m，对任意素数 p m> ，存在正整数 n，
使得 2

na p= 。 

证明：由条件可知，数列{ }na 的每一项都大于 1， ( ) ( )
1 n

n n
n

a
a f a

f a
 

= +  
 

，令
( )

n
n

n

a
b

f a
= 。先证明{ }nb  

无上界，若{ }nb 有上界，则存在正数 0G > ，使得对任意的正整数 n，都有 nb G< ，由于 1 2n na a+ − ≥ ，得

到 2na n≥ ，所以{ }na 无上界，由于{ }nb 有上界，进而 ( ){ }nf a 无上界，所以存在素数 p 及正整数 m， mp a ，

且 { }1max 1 ,p G a> + 现在观察 ma 素因子来源： 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1
2 1

1

2
1 2

2

1
1

1

1

1

1

m
m m

m

m
m m

m

aa f a
f a

a
a f a

f a

a
a f a

f a

−
− −

−

−
−

−

  
= +     



   = +   

 
   = +    



                              (1) 

由于 

( )
1

1

1 1 m

m

a
p G

f a
−

−

> + > + 。 

从(1)中可以看出 ( )1mp f a − ，则 1mp a − 。再根据
( )

2

2

1 1 m

m

a
p G

f a
−

−

> + > + ，可得 ( )2mp f a − ，反复下去， 

最终得到 1p a ，但是与 1p a> 矛盾，所以 { }nb 无上界，由定义可知 ( )nf a 是 na 的最大素因子，

( ) ( )n n nf a a f a+ ，则 ( ) ( )( ) ( )1n n n nf a f a f a f a+ = + ≥ ，故有 

( )
( )( ) ( )

( )
( ) ( )1 1n n n nn n

n n
n n nn n

a f a a f aa a
b b

f a f a f af a f a+

+ +
− = − ≤ − =

+
。 

所以{ }nb 每一次增长的量都不超过 1，注意到{ }nb 无界，可知{ }nb 能取遍所有大于 1b 的正整数，即：

每个大于 1b 的正整数都在数列{ }nb 中出现。 
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所以存在素数 1p 及正整数 k，使得 1 1kb p= − ，则
( ) 11 k

k

a
p

f a
+ = ，所以 ( )1 1 1 2k ka f a p p p+ = = ，其中

( )2 kp f a= 是素数。 

若 2 1p p< ，则 ( )1 1kf a p+ = ； ( )2 1 2 1ka p p+ = + ， ( )2 1kf a p+ = ， ( )3 1 2 2ka p p+ = + 反复做下去，直到
2
1ma p= ，这里 1m k> + ，进一步，类似可以得到 ( )1 1 1 1ma p p+ = + ， ( )2 1 1 2ma p p+ = + ，直到 1 3ta p p= ，

这里 t m> ， 3p 是大于 1p 的最小素数。对 1 3ta p p= 重复上述操作，直到 2
3sa p= ，这 s t> ，这样反复下去，

对任意的素数 1p p≥ ， 2p 都会在数列{ }na 中出现。 
若 2 1p p> ，同理可得，对于任意的素数 2p p≥ ， 2p 都会在数列{ }na 中出现，若 2 1p p= ，在上面的

论证中从 2
1ma p=  (这里 1m k= + )开始，重复上面的操作可得，对于任意的素数 1p p≥ ，都会在数列{ }na

中出现。 
综上所述，存在正整数 { }1 2max ,M p p= ，对于任意的素数 p M> ，都存在正整数 n，使得 2

na p= 。 
评析：从解题人的解答过程中可以看出，他不仅对中学知识掌握扎实，而且涉及到了许多中学以外

的知识点，用十分巧妙的方法将这道题解答的透彻全面。从他的解答过程不仅可以看出其观点之高，涉

及到大学数学分析中“有关界的概念和性质”、高等代数中的“整数的一些整除性质”和高等数学中

“离散的介值定理”，还可以看出他具备的高等数学知识远远超过这些，那么他的教育和他所学到的这

些知识与他的老师存在着必然关系，可想而知他的数学老师也是一位观点很高、数学专业基础知识极其

深厚的一位教师。由此可见，数学教师的知识素养是否深厚对学生的数学能力水平影响很大，中学教师

在教学过程中应该如何渗透高等数学知识培养出国家所需的数学人才是值得思考的。 
例 2  求下面级数的和 

2 2 2 2
1

1 1 1 11
2 3n n n

∞

=

= + + + + +∑    

证明：因为 
2 4 6

2 2 2

2 2 2

sin 1
1 2 3 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 6 7

1 1 1
4 9

x x x x
x

x x x

= − + − +
× × × × × × × × × × × ×

   
= − − −   

π π π   





 

所以 

2 2 2

1 1 1 1
2 3 4 9

= + + +
× π π π

  

解上式得： 

2

2 2

1 11
62 3
π

+ + + = 。 

评析：这道题是欧拉运用了从有限到无限的类比，实现了有限方程到无限方程的过渡，即“若方程

( ) 0f x = 的 根 为 1 2, , , na a a ， 则 ( ) ( )( ) ( )1 2 nf x x a x a x a= − − − ” 到 “ 若 方 程 ( ) 0f x = 的 根 为

1 2, , , ,na a a ，则 ( ) ( )( ) ( )1 2 nf x x a x a x a= − − − ”的过渡，不难看出，这道题是一个数列问题，其 

通项公式为 2

1
n

，那么用高等数学的知识来解决求这个数列的前 n 项和的问题，不仅大大的减少解题时间， 

还减小了解题难度，可见高等数学的知识适当运用对某些初等数学问题的解决极为重要。 
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4. 初等数学教学融入高等数学知识的初步思考 

一方面是对教师如何将高等数学知识融合到初等数学的教学当中的思考。这一部分难度比较大，要

把初等数学知识与高等数学知识结合到一起给学生教学，首先要找到高等数学知识与初等数学知识之间

的一个桥梁，通过这个桥梁我们可以延伸初等数学知识，那么我们可以用典型的例题来起桥梁的作用，

要把高等数学中的某些概念和理论与初等数学中相应的原型和特例联系起来，如本文中的例 1 和例 2，
通过例 1 的解题过程可以让学生掌握“有关界的概念和性质”、“整数的一些整除性质”和“离散的介

值定理”；例 2 可以让学生掌握有限方程到无限方程的过渡。学生为了解题方便，还是有很大兴趣去学

习的；其次在初等数学中有些不容易明白的地方，我们可以追根溯源，寻找其在高等数学中的背景，了

解其发展过程，在课程中灵活采用讲解、讨论、自学、辅导、练习等各种教学方法，让学生在高等数学

知识点的指导下去学习初等数学知识，这不仅让学生了解到更多的数学知识，还可以让学生对数学产生

浓厚的兴趣。 
另一方面是选取教学内容和授课对象的思考。学生在学习的过程中从整体上来看呈螺旋式上升特点，

教材的编排也遵循这个规律，而数学的发展是循序渐进的，再联系人的智力发展和科学认识水平的提高，

可以确定学生对知识的认识则是遵循阶梯型规律的，因此在选取教学内容时要遵循《标准》中的建议，

一是选取的教学内容要有层次性，要难度适中，要考虑到学生的可接受性，要考虑学生能否对高等数学

知识进行消化；二是教师对选取内容的掌握要非常扎实，这样才可以将知识完整传授给学生。由于学生

的认知水平不同，在授课对象的选取上要贯彻“不同的人在数学上得到不同的发展”的理念，尽量选取

学有余力的学生进行讲解，培养其浓厚的数学学习兴趣。 

5. 教学建议 

在完成基础知识教学以外，教师可以选取部分高等数学知识拓展学生的视野，选取部分要符合授

课对象的认知规律，不能脱离学生的认知结构，以教材和课程标准为依据，发展学生的创新意识和研

究能力。 
“教师之为教，不在全盘授予，而在相机诱导”，由于不同的学生拥有不同的认知，作为教师要不

断地发现学生的特长和兴趣，对于数学能力较差的学生，除了掌握基础知识之外，可以引导他们查找高

等数学相关的知识，比如对“一尺之棰，日取一半，万世不竭”的理解，让学生简单了解数列极限，寻

找一些学生比较感兴趣的实例故事等不断引导学生主动地接触高等数学知识，拓展知识体系；学生是学

习的主体，教师可以放手让学生自主学习，因此对于学有余力的学生，根据其自身爱好，让其通过网络

自主选择学习，教师选取竞赛题以及难度较高的高考题让学生进行解答，在解题过程中，教师适时适量

地讲述高等数学知识，不仅让学生对大学知识有一定了解，还让学生对数学有更深层次的认识，拓宽了

解题思路，培养一题多解意识，从侧面增强了学生的竞赛意识，为国家培养数学人才做出了贡献。 
最为重要的是教师应具备扎实的高等数学 PCK (学科专业知识)，数学课堂教学始终是以教师为主导，

以学生为主体的双边的教学活动。学生在理解高等数学概念方面总会存在难以理解的问题，而教师作为

教学的组织者和领导者就需要有极强的高等数学专业知识和能力，同时也要具备良好的教学技能，从而

能够将抽象复杂的高等数学知识灵活巧妙地被中学生所掌握，让学生感受数学体系中更为高位和深刻的

思想和方法。 
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