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摘  要 

高等代数是大学数学专业开设的三大专业课之一，其内容可以概括为两个方面：一是特殊概念的抽象化；

二是概念之间的严密逻辑推理。与初等代数相比，高等代数中的相关概念和知识更具一般性和抽象性。

在课程学习过程中，如何理解、应用概念是教学难点。本文首先介绍高等代数中矩阵的特征值和特征向

量等相关知识，然后用他们解决工程学和经济学中的最优化问题。从而让学生更好的理解、掌握和应用

高等代数中的相关概念和知识。 
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Abstract 
Advanced algebra is one of three major courses for mathematics students, whose contents in-
clude mainly: the abstraction of the certain concepts and logical reasoning among concepts. 
Compared with elementary algebra, the concepts and knowledge of advanced algebra are much 
more general and abstract. In its study, the understanding and applications of the concepts are 
difficult points. This paper mainly introduces the applications of advanced algebra to optimiza-
tion problem, and guides students how to understand the concepts from advanced algebra and 
how to use them. 
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1. 引言 

最优化理论是一门在尽可能节省时间、人力和物力的前提之下获取最佳效果的理论，其在人类实践

活动中应用十分普遍。在决策、经济学以及工程学中，下述问题十分常见：在诸多限制约束下，选择使

关注的指标获得最优的方案。如，在既定约束下，选择尺寸，使材料的体重最轻，这是结构设计问题；

在已有资源情况下，恰当分配用户，以获得最大的生产效益，这是资源分配问题；在物资需求和装载能

力有限情况下，安排运输路线及运输量，来控制运输成本，使其达到最低值，这是运输方案问题；按照

顾客的需求，如何订购原料和零件、安排投产日程和数量，使得成本最低，利润最高，这是生产计划问

题。这些问题的本质是：在既定约束限制下，设计使目标指标取得最优的方案，属于约束最优化问题[1]。
拉格朗日(Lagrange)乘数法是求解这类约束最优化问题的有效方法[2]。 

本文考虑一类特殊的约束最优化问题：目标函数是实二次型的约束最优化问题。它们可以利用特征

值和特征向量的相关知识解决。纯代数的方法求解这类问题比利用拉格朗日乘数法求解更为简单。我们

将证明：决策变量取最大特征值对应的单位特征向量时，目标函数取得最大值，该最大值为二次型矩阵

的最大特征值；决策变量取最小特征值对应的单位特征向量时，目标函数取得最小值，该最小值为二次

型矩阵的最小特征值。随后，我们将通过一个例子来解释上面结论。通过该例子学生可以更好的理解矩

阵特征值和特征向量的这两个概念的本质，及它们在分析线性空间方面的重要意义：线性空间可划分为

不变子空间(即特征空间)的直和；直观地说“大空间”可分解为“小空间”直和；高维空间的研究转化为

低维空间的研究。本文结构如下：第 2 节介绍一些高等代数中矩阵特征值和特征向量方面的必要基础知

识；第 3 节主要借助用高等代数中的矩阵特征值和特征向量相关知识来求解约束最优化问题；第 4 节为

总结与展望。 

2. 预备知识 

在下文中， A表示 n 阶矩阵; E 表示 n 阶实单位矩阵； ( )1 2, , , ndiag λ λ λ 表示对角线元素分别为

1 2, , , nλ λ λ 的实对角矩阵； x 表示实 n 维实列向量； Tx 表示列向量 x 的转置。 

2.1. 特征值、特征向量 

定义 1 [3]  设 A为 n 阶矩阵， x 为非零向量。若存在数 λ 使得 λ=Ax x ，则称 λ 为 A的特征值， x
为对应于λ 的特征向量。 

矩阵是描述线性变换的工具。线性变换与矩阵乘法相对应，将给定向量变换成新向量；在变换过程

中，原向量旋转和伸缩，向量的方向和长度都可能改变。向量是某个矩阵的特征向量表明：在相应的变

换过程中，向量不旋转；仅以特征值为比例进行伸缩。 
定义 2 [3]  设 A为 n 阶矩阵，则行列式 λ −E A 称为矩阵 A的特征多项式， 0λ − =E A 称为 A的特 
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征方程。 
数 λ 是 A的特征值当且仅当方程 

0λ − =E A                                       (*) 

有非平凡解。矩阵 A的对应于 λ 的特征空间是矩阵 λ −E A 的零空间，即方程(*)的全体解集构成的集

合。 
求矩阵 A的特征值即是求特征方程的根；对应于 λ 的特征向量是齐次方程(*)的非零解。 

2.2. 实二次型 

18 世纪开始，几何学关注二次曲线方程和二次曲面方程，通过适当选取坐标轴可以简化这两类方程，

将它们化为标准形。这是二次型的起源。 
定义 3 [3]称函数 : nf → ： 

( ) T
1 2, , , nf x x x = x Ax  

为实二次型，此处， A表示 n 阶实对称矩阵，且称矩阵 A为关于二次型的矩阵。 
标准二次型是只含有平方项的二次型，它的二次型矩阵是对角矩阵(详见文献[3])。借助特征方程的

概念，可将二次型的化简。欧拉的著作出现了特征方程的思想；拉格朗日首次明确提出该概念。柯西证

明了：通过同一个线性变换，可将 n 个变元的两个二次型同时化为标准形。 
定理 1 [3]  设 Tx Ax 为实二次型， ( )1,2, ,i i nλ =  是 A的全部特征值，列向量 1 2, , , nα α α 是 A分别

属于 1 2, , , nλ λ λ 的单位特征向量。令 ( )1 2, , , n=T α α α ，则通过正交线性变换 =x Ty ，可使实二次型

Tx Ax 化为标准型 2
1 i ii

n yλ
=∑ 。 

3. 约束最优化问题 

利用拉格朗日乘数法解决约束最优化问题，较为有效。纯代数的方法解决对一些特殊问题更加简单、

有效。如，当目标函数为实二次型时，矩阵的特征值和特征向量方法更加有效、简单。这类问题的数学

模性如下： 

( )
( )

max

.t. 0

f

s g =
x

x

x
 

其中， ( )1 2, , , n
nx x x= ∈x   是决策变量；目标函数 ( )f x 是实二次型 Tx Ax ； ( ) T 1g = −x x x ；记号 s.t.

是“subject to”的缩写，专指约束条件。 
下面，我们将证明：目标函数的最大(小)值为二次型矩阵的最大(小)特征值；决策变量取最大特征值

对应的单位特征向量和最小特征值对应的单位特征向量时，目标函数取得极值。 
定理 2 设 A为 n 阶实对称矩阵，令 

{ }T Tmin | 1m = =x Ax x x , 

{ }T Tmax | 1M = =x Ax x x , 

则 m 和 M 分别是矩阵 A的最小和最大特征值。设α 是 A的属于 M 的单位特征向量，则 T M=Aα α 。设 β

是 A的属于 m 的单位特征向量，则 T m=Aβ β 。 
证明：不妨设 1 2 nλ λ λ≥ ≥ ≥ ，且列向量 1 2, , , nα α α 是 A分别属于 1 2, , , nλ λ λ 的单位特征向量，则

基于定理 1 知：存在变换 =x Ty ，使得 
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( )2 T
1 21 , , ,i

n
i ni y diagλ λ λ λ

=
=∑ y y . 

因为T 是正交矩阵，所以 T =T T E 。因此， ( )TT T= =x x Ty Ty y y 。故， 

( ){ }T T
1 2max , , , | 1nM diag λ λ λ= =y y y y . 

于是， 

( )T 2 2
1 2 1 11 1, , , n i i i

n
i
n

idiag y yλ λ λ λ λ λ
= =

= ≤ =∑ ∑y y . 

因此， 1M λ≤ 。另一方面，对于 ( )1 1,0, ,0=e  ，有 ( )T
1 1 2 1 1, , , ndiag λ λ λ λ=e e 。于是， 1M λ= 。简

单计算可知： 1 1=Te α 。于是， 

( )T T
1 1 1 1 2 1 1, , , ndiag Mλ λ λ λ= = =A e eα α . 

类似地，可以证明关于最小特征值的情况。 
例 1：一县政府计划制定下一年度的公共工作计划，拟修 x 公里路，y 公顷的公园，如何分配资源使

得效用最大，这是政府部门须要考虑的问题。与仅开始一个项目相比，两个项目同时进行效用更高，但 x 和

y 必须满足限制曲线： 2 24 9 36x y+ ≤  (**)。可行集中的点(满足不等式(**)的点 ( ),x y )表示一个可能的公

共工作计划。资源利用率取得最大的地方在限制曲线边界 2 24 9 36x y+ = 上。为了选择该年度的公共计划，

县政府考虑居民的意见，经济学家给出无差别曲线 ( ),q x y xy= 作为效用函数。求公共工作计划，使 q 最

大。 
解：定义 1 23, 2x x x y= = ，取 ( )T

1 2,x x=x ，则原问题转化为：在约束条件 T 1=x x 下，求目标函数

( ) TQ x = x Ax 的最大值问题，其中 

0 3
3 0
 

=  
 

A . 

矩阵 A的特征值为±3；在 1 2
1
2

x x= = 处， ( )Q x 取得最大值为 3。 

4. 结论 

约束最优化问题在工程、经济、决策等领域中有重要的应用。拉格朗日(Lagrange)乘数法是求解约束

最优化问题的有效方法[2]。本文考虑一类特殊的约束最优化问题：目标函数是实二次型。利用特征值和

特征向量的相关知识可以解决这类约束最优化问题，该解法比拉格朗日乘数法更为简单。关于高等代数

在约束最优化问题中的进一步应用，可参考文献[4] [5]。在高等代数的教学过程中，如何理解和应用概念

是教学的难点。本文通过例 1 来解释如何理解矩阵特征值和特征向量概念的本质，以及它们在分析线性

空间方面的重要意义：线性空间可划分为不变子空间(即特征空间)的直和；直观地说“大空间”可分解为

“小空间”直和；高维空间的研究转化为低维空间的研究。然而，在教学过程中，如何更加直观的讲述

高等代数中的概念，如何应用相关理论知识，是须要进一步探索的问题。 
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