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摘  要 

在经济分析、最优控制、生态保护等决策问题中，经常遇到目标映射或约束映射为集值映射的优化问题，

称之为集值优化问题。在本文中，在局部凸空间中引入了半E-凸锥集值映射的概念。用局部凸空间中的

凸集分离定理，建立了半E-凸锥集值映射的择一性定理。全文安排如下：在第一章，首先，我们介绍了

集值映射的择一性定理的研究意义和动机。其次，我们呈现了集值映射的择一性定理的研究现状。在第

二章，我们回顾了一些基本概念、定义和引理，包括凸集、点凸锥等。在第三章，我们在集值映射半E-
凸性假设下，利用线性空间中凸集分离定理，获得了择一性定理。 
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Abstract 
For some decision problems in economic analysis, optimal control and ecological protection, there 
are some optimization problems, in which objective maps or constraint maps are set-valued maps, 
called set-valued optimization problems. In this paper, a new notion of the semi-E cone convex 
set-valued map is introduced in locally convex spaces. By the separation theorem of convex sets in 
locally convex spaces, a theorem of the alternative with the semi-E cone convex set-valued map is 
established. This paper is organized as follows: In Chapter 1, firstly, we introduce the interest and 
motivation to study alternative theorems of set-valued. Secondly, we present the research status 
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of alternative theorems of set-valued. In Chapter 2, we recall some basic concepts, definitions and 
lemmas, including the convex set and the pointed convex cone. In Chapter 3, we obtain the selec-
tivity theorem by using the convex set separation theorem in the linear space under the set-valued 
mapping semi-E-convexity assumption. 
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1. 绪论 

函数的凸性在最优化理论中起着重要作用。然而，凸性是一个非常强的概念，以至于带有目标函数

或约束函数的优化问题不是凸的。为了削弱函数的凸性，学者们使用不同的方法在文献中引入了广义凸

函数(见文[1] [2])。更具体地说，通过放松凸集和凸函数的定义，Youness [3]引入了一类 E-凸集和 E-凸
函数。为了纠正文献[3]中的定理 4.2，定理 4.3，定理 4.6，陈修素[4]引入了半 E-凸函数的概念和属性。 

早在 20 世纪 30 年代，就已经有学者们开始对集值优化进行了深入地研究，随着集值优化的迅速发

展以及在最优化、数理经济、控制论等方面的广泛应用，集值优化问题得到了飞速的发展。在局部凸的

拓扑线性空间中，对集值优化问题真有效性的最优性条件已经有比较丰富地研究。 
分离定理在优化理论中扮演着非常重要的角色，是研究优化问题的有力工具。随着集值映射锥凸性

的推广，借助凸集分离定理，集值映射的择一定理也得到了发展。Giannessi [5]在锥凸集值映射下，给

出了以集合相交或包含为形式的两个广义不等式不相容的择一定理。Giannessi 的工作是富有开创性的，

既为后来致力于集值优化研究的学者奠定了坚实的基础，又指明了方向。文献[6] [7] [8]均在不同的广义

凸性下利用凸集分离定理建立了集值映射的择一定理。周志昂和杨新民[9]用拟相对内部定义了广义锥次

似凸集值映射，并借助拟相对内部刻画的凸集分离定理获得了广义锥次似凸集值映射的分离性质。 
近来，一些学者借助非凸分离定理也建立了集值映射的择一定理。Nishizawa 等[10]利用非凸分离定

理，在没有任何凸性假设下，建立了集值映射择一定理。Araya [11]将文献[10]的择一定理进行推广，获

得了十种不同类型的集值映射择一定理。 
本文的第一个目标是推广由陈修素[4]引入的半 E-凸函数，并引入半 E-凸锥集值映射的概念。众所

周知，择一性定理是在最优化理论中建立最优性条件的有利工具。本文的第二个目标是在半 E-凸锥集值

映射下建立择一性定理。 

2. 预备知识 

在本文中，我们假设 X 是线性空间，Y 是实局部凸空间。设 0 代表每个空间中的零元。设 K 是 Y 中

的非空子集，K 生成的锥当且仅当 0λ∀ ≥ 有 K Kλ ⊆ 。K 为凸集当且仅当 

( ) [ ]1 2 1 21 , 0,1 , ,k k K k k Kλ λ λ+ − ∈ ∀ ∈ ∀ ∈  

显然，锥 K 为凸的当且仅当 K K K+ ⊆ ，K 为点锥当且仅当 ( ) { }0K K∩ − = 。K 称为非平凡的当且仅当

{ }0K ≠ ，且 K Y≠ 。 
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Y 的拓扑对偶表示为 *Y 。设 C 是在 Y 中的非平凡，点凸锥，且 int C ≠ ∅。C 的拓扑对偶锥C+ 定义

为 

{ }* * *: , 0,C y Y y y y C+ = ∈ ≥ ∀ ∈  

其中 *,y y 表示点 y 处线性泛函 *y 的值。 
定义 2.1 [3]设 K 是 X 上的非空集合。称 K 是 X 上的 E-凸集当且仅当存在向量映射 :E X X→ ，使得 

( ) ( ) ( ) [ ]1 , , , 0,1E x E y M x y Mλ λ λ+ − ∈ ∀ ∈ ∀ ∈  

设 M 是 X 上的非空集合， :F X Y 是 M 上的集值映射，记为 ( ) ( ):
x M

F M F x
∈

=


， 

( ) ( ){ }* *, : ,F x y y y y F x= ∈ ，且 ( ) ( )* *, : ,
x M

F M y F x y
∈

=


其中 *y y∈ 。 
定义 2.2 [12]设 M 是 X 上的非空集合。集值映射 :F X Y 在 M 上是的 C-凸的当且仅当 

( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]1 1 , , , 0,1F x F y F x y C x y Mλ λ λ λ λ+ − ⊆ + − + ∀ ∈ ∀ ∈  

在 n 中，陈修素[4]定义了半 E-凸函数。现在我们引入半 E-凸锥集值映射的新概念。 
定义 2.3 集值映射 :F X Y 在 M 上是的半 E-C-凸的当且仅当存在向量映射 :E X X→ ，且 M 是 X

上的 E-凸集，使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]1 1 , , , 0,1F x F y F E x E y C x y Mλ λ λ λ λ+ − ⊆ + − + ∀ ∈ ∀ ∈  

引理 2.1 [13]设 C 是 Y 中非平凡点凸锥，且 int C ≠ ∅，若 inty C∈ 且 { }* \ 0y C+∈ ，那么 *, 0y y > 。 

3. 择一性定理 

在本节中，我们将建立半 E-凸锥集值映射的择一性定理。 
定理 3.1. 设 int C ≠ ∅，设 M 是 X 上的 E-凸集。若集值映射 :F X Y 在 M 上是半 E-C-凸的，那么

当且仅当满足下列条件只有一个成立： 
(i) 存在 x M∈ ，使得 ( ) ( )intF x C∩ − ≠∅； 
(ii) 存在 { }* \ 0y C+∈ ，使得 

( )*, 0,y y y F M≥ ∀ ∈  

证明：若(i)和(ii)同时成立，那么存在 x M∈ 和 ( )y F x∈ ，使得 inty C∈− 。从引理 2.1 可以看出，

对于 { }* \ 0y C+∀ ∈ ，有 *, 0y y < ，这与条件(ii)相矛盾。因此，(i)和(ii)不能同时成立。 
假设条件(i)不成立。下证条件(ii)成立。我们在 M 上定义一个集值映射： 

( ) ( )( ) ( ){ }: int ,x y Y F x y C x MΓ = ∈ − ∩ − ≠∅ ∀ ∈  

我们现证 ( )MΓ 是在 Y 上的凸集。设 ( ) [ ]1 2, , 0,1z z M λ∈Γ ，存在 1 2,x x M∈ ，使得 ( )1 1z x∈Γ ，

( )2 2z x∈Γ ，因此， ( )( ) ( )1 1 intF x z C− ∩ − ≠∅ ， ( )( ) ( )2 2 intF x z C− ∩ − ≠∅ 。然后存在 ( )1 1y F x∈ ，

( )2 2y F x∈ ， 1 2, intc c C∈ ，使得 1 1 1y z c= − ， 2 2 2y z c= − ，我们得到 

( )( ) ( )( ) ( )1 2 1 2 1 21 1 1 inty y z z c c Cλ λ λ λ λ λ+ − − + − = − − − ∈−                   (1) 

集值映射 :F X Y 在 M 上是半 E-C-凸的，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 21 1F x F x F E x E x Cλ λ λ λ+ − ⊆ + − +                     (2) 

因为 M 是 X 上的 E-凸集，存在 0x K∈ 使得 
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( ) ( ) ( )0 1 21x E x E xλ λ= + −                                 (3) 

由(2)式和(3)式可知存在 ( )0 0y F x∈ ， 0c C∈ ，使得 

( )1 2 0 01y y y cλ λ+ − = +                                  (4) 

从(1)式和(4)式我们可得 ( )( ) ( )0 1 2 1 2 01 1 inty z z c c c Cλ λ λ λ− + − = − − − − ∈− ，那么 
( )( ) ( )( ) ( )0 1 21 intF x z z Cλ λ− + − ∩ − ≠∅，我们有 ( )( ) ( ) ( )1 2 01z z x Mλ λ+ − ∈Γ ⊆ Γ ，即 ( )KΓ 是在Y上的

凸集。 
设 3 3, intx M c C∈ ∈ ，有 ( )3 3y F x∈ 。记 4 3 3:y y c= + 。我们现在证 ( )( )4 3inty x∈ Γ 。因为 3 intc C∈ ，

存在一个 0 的领域 V 使得 3c V C+ ⊆ ，我们有 ( )4 3y y V C− + ⊆ 。显然有， 

( ) ( ) ( )4 3 4 3 4 3 32 inty y V y y y y V C c C− + = − + − + ⊆ + ⊆                    (5) 

由(5)式可得 3 4
1 int
2

y y V C − + ⊆ − 
 

。即 ( )4 3
1
2

y V x+ ⊆ Γ 。因此， ( )( )4 3inty x∈ Γ ，这意味着 

( )( )3int xΓ ≠∅ 。有 ( ) ( )3x MΓ ⊆ Γ ， ( )( )int MΓ ≠∅。因为条件(i)不成立， ( )( )0 int M∉ Γ 。由分离定

理(见文[14])可知，存在 { }* * \ 0y Y∈ ，使得 

( )*, 0,y y y M≥ ∀ ∈Γ                                   (6) 

我们下证 *y C+∈ 。另外，存在 y C∈ ，使得 *, 0y y < 。对于 0t∀ > ，我们有 *, 0ty y < ，因为

( )MΓ ≠∅，我们设 ( )y M′∈Γ ，那么存在 x M′∈ ，使得 ( )y x′ ′∈Γ 。显然有 
( )( )( ) ( )intF E x y C′ ′− ∩ − ≠∅。因此存在 ( )y F x′′ ′∈ ，使得 inty y C′ ′′− ∈ ，那么我们得到 

( ) ( ) int int , 0y ty y y y ty C C C t′′ ′ ′′ ′− + = − − ∈− − = − ∀ >  

上述式子意味着 

( ) ( ) , 0ty y x M t′ ′+ ∈Γ ⊆ Γ ∀ >                                (7) 

根据(6)式和(7)式，我们有 
* * *, , , 0, 0t y y y y ty y y t′ ′+ = + ≥ ∀ >                           (8) 

当

*

*

,

,

y y
t

y y

′
> − 时，上述(8)式不成立，得到矛盾，因此， *y C+∈ 。 

设 intc C∈ 是固定的，显然有 

( ) ( ) ( ), 0, ,y c x M x M y F xµ µ+ ∈Γ ⊆ Γ ∀ > ∀ ∈ ∀ ∈                       (9) 

通过(6)式和(9)式，我们有 

( )* *, , 0, 0, ,c y y y x M y F xµ µ+ ≥ ∀ > ∀ ∈ ∀ ∈                       (10) 

我们使(10)式中的 0µ +→ ，我们得到 ( )*, 0,y y y F M≥ ∀ ∈ 成立。证毕。 
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