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摘  要 

在模糊时间序列(FTS)预测模型中，论域的确定及其划分方法是影响预测精度的关键因素。为了能够充分

考虑到数据提供的信息和数据的不均匀性等特征，本文使用最小熵原理方法(MEPA)来划分论域并建立隶

属函数，然后在传统FTS预测模型的基础上结合概率加权方法，建立PWFTS模型，最后使用中国新增人

口数据对模型进行训练，实验结果表明本文提出的结合信息熵的概率加权模糊时间序列模型能够有效预

测时间序列的变化。 
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Abstract 
In the fuzzy time series prediction model, the determination of the universe domain and its divi-
sion method are the key factors affecting the prediction accuracy. In order to be able to fully take 
into account the information provided by the data and the characteristics such as the inhomo-
geneity of the data, this paper adopts the Minimum Entropy Principle Approach (MEPA) to divide 
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the universe of discourse and establish the membership functions. Then, on the basis of the tradi-
tional FTS prediction model, the PWFTS model is established by combining the probability weighting 
method. Finally, the model is trained using the new population data of China. The experimental re-
sults show that the probability-weighted fuzzy time series model combined with information entro-
py proposed in this paper can effectively predict the changes of time series. 
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1. 引言 

时间序列数据是在经济学、社会科学、自然界和工程领域广泛存在的一种数据形式。利用时间序列

进行分析是预测未来结果最古老和最可靠的技术之一。然而，建立传统的时间序列模型需要满足大量的

假定条件，如经典的时间序列模型需要考虑序列的平稳性、正态性假设等，但实际上，现实生活中的数

据又往往不能满足这些条件。另外，对于那些似有非有、亦此亦彼的问题，或者不准确的、模糊不清等

不确定的现象和事实，经典时间序列分析的模型和方法往往不能用来处理这类预测问题。 

相较于经典时间序列模型，模糊时间序列模型(Fuzzy Time Series, FTS)将模糊集理论中的隶属度矩阵、

模糊集合关系同时间序列相结合，可以处理具有模糊、不确定特点的时间序列[1]。当数据波动较大时，

准确度也会更高；样本数据较少时，能够保证一定准确性；并且能够将人的主观判断结合到预测之中。

模糊时间序列因较强的分析能力己被应用于很多预测领域，包括入学人数预测、股指预测、降雨量预测

等。因此可以看出模糊时间序列预测模型具有较高的理论价值和研究意义。 

在FTS预测过程中，论域的确定及其划分方法是影响预测精度的关键因素。早期以Song [2]、Chen [3]、
Hwang [4]等为代表的学者提出了等分划分论域法，这种划分方法计算简单、操作方便且易于理解，但得

到的区间所对应的模糊集在语意解释上较为牵强，模型预测度不高。后来许多研究者提出了一系列非等

分划分方法。如 Chen [5]根据历史数据分布的密集程度划分区间，Yolcu [6]根据历史数据的增长百分比来

划分模糊区间。Chen [7]用聚类方法划分模糊区间，将历史数据聚类到不同长度的间隔中，邱望仁[8]提出

了基于 FCM 的广义模糊时间序列模型。王国徽[9]、Gu [10]运用 k 均值聚类算法来划分模糊区间。这些

方法可解释性较强，相较于等分划分方法，极大提高了模型预测精度。除此之外，还有许多学者通过优

化算法寻找模型对应的最优模糊区间。这类方法的核心思想是以模型的预测精度为目标，按一定的步长

来求目标函数的最小值，以此来寻找模型的最优模糊区间。如 Zeng [11]采用了人工蜂群算法，Pal [12]

采用遗传算法来优化划分区间，Zhao [13]将粒度机制引入区间划分，利用差分数据进行增量预测。这种

方式得出的预测结果精度高，但由于优化过程类似一个黑箱，无法用自然语言解释，区间意义不够直观，

削弱了模糊理论的优势。 

为了能够充分考虑到数据提供的信息和数据的不均匀性等特征，有利于最终的数据模糊化和预测精

准度，本文提出了最小熵原理方法(Minimize Entropy Principle Approach, MEPA)来划分论域并建立隶属函

数，使模糊时间序列的论域、区间长度和隶属函数的确定更客观、更合理、更有说服力。并将其与 Silva 
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[14]的概率加权模糊时间序列模型中的预测规则方法相结合，对中国 1979 年至 2021 年新增人口数进行训

练与预测。 

2. 相关基础理论 

2.1. 模糊时间序列相关定义 

定义 1 设 U 为论域，给定 U 的一个次序分割集为 { }1 2, , , nU u u u=  ，定义 A 为论域 U 上的模糊集，

并记为 

( ) ( ) ( )1 2

1 2

A nA A

n

f uf u f u
A

u u u
= + + +

 

其中， Af 是定义在 A 上的模糊隶属函数， [ ]: 0,1Af U → ， ( )A if u 表示 iu 在模糊集 A 上的模糊隶属度的值，

并且 ( ) [ ]0,1A if u ∈ ，1 i n≤ ≤ 。 
定义 2 对实数集 R 中的一个子集 ( )( ),0,1,2,Y t t =  为给定的论域，在论域 ( )Y t 上定义模糊集合

( )( )1,2,if t i =  ，则由所有模糊集合 ( )( )1,2,if t i =  组成的 ( ) ( ) ( )( )1 2, ,F t f t f t=  为定义在论域 ( )Y t 上

的模糊时间序列。 
定义 3 若存在模糊关系 ( ), 1R t t − 满足 ( ) ( ) ( )1 , 1F t F t R t t= − − ，则表明 ( ) ( ), 1F t F t − 之间存在一阶

模糊逻辑关系，即 ( )1F t − 可通过模糊关系 ( ), 1R t t − 推导出 ( )F t ，可简单表示为 ( ) ( )1F t F t− → ，其中

“ ”代表合成运算。 
定义 4 对于模糊时间序列 ( )F t ，令 ( ) ( )1 ,i jF t A F t A− = = ，则 ( )F t 与 ( )1F t − 间的关系

( ) ( )1F t F t− → 可以由 i jA A→ 来表示，其中定义 iA 为模糊逻辑关系的前件(也称左件)， jA 为模糊逻辑

关系的后件(也称右件)。 
定义 5 设有一组模糊逻辑关系为：

1 2
, , ,

mi j i j i jA A A A A A→ → → ，即它们具有相同的当前状态，则

可以用一个模糊逻辑关系组(FLRG)表示它们：
1 2
, , ,

mi j j jA A A A→  。 
定义 6 设 ( )F t 是一个模糊时间序列，并且 ( )F t 是 ( )1F t − ， ( )2F t − ，， ( )F t n− 共同确定引起，

若 ( ) jF t A= ， ( )
1

1 iF t A− = ， ( )
2

2 iF t A− = ，， ( )
1

1
ni

F t n A
−

− + = ， ( )
ni

F t n A− = 则 n 阶模糊关系可表

示为：
2 1

, , ,
ni i i jA A A A→ 。 

2.2. 最小熵原理方法(MEPA) 

最小熵分析的一个关键目标是确定给定数据集中的信息量，熵是对分布的不确定性的一种度量。本

文为了获得隶属函数，需要建立数据类别之间的阈值。为了找到合适的阈值，可以通过熵最小化筛选方

法来确定阈值线，然后开始分割过程。因此阈值计算的迭代过程将数据集划分为多个区间。 
例如在 1x 和 2x 范围内的样本寻找阈值，首先对区域 [ ]1 1,x x x+ 和 [ ]1 2,x x x+ 写出每个 x 值的熵方程，

第一区域表示为 p，而第二区域表示为 q，在 1x 和 2x 区域内的每个 x 值的熵表达为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )p qS x p x S x q x S x= +                               (1) 

其中： ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2ln lnpS x p x p x p x p x= − +    
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2ln lnqS x q x q x q x q x = − +   

( )kp x 与 ( )kq x 分别表示为 k 类样本在区域 [ ]1 1,x x x+ 和 [ ]1 2,x x x+ 中的条件概率， ( )p x 与 ( )q x 分别

表示所有样本在区域 [ ]1 1,x x x+ 和 [ ]1 2,x x x+ 中的概率，且 ( ) ( ) 1p x q x+ = 。 
给出最小熵的 x 值是最佳阈值， ( )kp x 、 ( )kq x 、 ( )p x 和 ( )q x 的值计算如下： 
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( ) ( )
( )

1
1

k
k

n x
p x

n x
+

=
+

, ( ) ( )
( )

1
1

k
k

N x
q x

N x
+

=
+

, ( ) ( )n x
p x

n
= , ( ) ( )1q x p x= −  

其中， ( )kn x 和 ( )n x 为位于 [ ]1 1,x x x+ 中的 k 类样本的数量与样本总数； ( )kN x 和 ( )N x 为位于 [ ]1 2,x x x+

中的 k 类样本数量与样本总数；n 为 [ ]1 2,x x 中的样本总数。 
MEPA 划分过程如图 1 所示，当在区域 [ ]1 2,x x 中移动 x 时，计算 x 在每个位置的熵值。保持最小熵

的区域中的 x 的值被称为主阈值(PRI)值。重复该过程，可以确定表示为 SEC1 和 SEC2 的次级阈值。 
 

 
Figure 1. Partition process of minimize entropy principle approach 
图 1. 最小熵原理方法的划分过程 

 
依据经验，一般将论域划分为七个区间，因为模糊时间序列预测模型主要是为了解决模糊数据带来

的不确定性，划分的区间太多容易导致不易于用模糊语言来表示模糊集，但是划分的区间太少又会出现

精确度降低，使得模型的建立没有意义。在 MEPA 划分过程中，为了获得七个区间，需要第三阈值，这

里表示为 TER1，TER2，TER3 和 TER4。通过熵最小化原理，可以找到数据样本分布尽可能相对均匀的

七个区间。 

2.3. 模糊经验概率 

概率加权模糊时间序列模型(Probabilistic Weighted Fuzzy Time Series, PWFTS)利用了非参数和基于

规则的方法，扩展了以前的加权 FTS 模型，提出了将模型训练过程分离，同时考虑了所有隶属度值大于

零的主动模糊规则。该模型能易于从时间序列数据集 X 中获得模糊集经验概率 ( )iP A ， ( )iP A 的精确度

由 k 确定，k 是论域 U 的区间数。 
给定样本空间U R⊂ 和模糊集 A，模糊集 iA A∈ 的经验概率 ( )iP A 由它们的隶属度 ( )

iA xµ 及配分函数

iAZ 计算得到，方法如下： 

( )
( )

i

ij

Ax U
i

AA A

x
P A

Z
µ

∈

∈

= ∑
∑

 

其中，
iAZ 是

iAµ 在样本空间 U 上的积分。 
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3. 基于信息熵的概率加权模糊时间序列模型 

运用最小熵原理方法(MEPA)的 PWFTS 预测模型步骤描述如下： 
步骤 1：定义论域 U。论域 [ ]min max,U D Dσ σ= − + ， minD 和 maxD 分别为历史数据中最小值域最大值，

σ 为历史数据标准差。 
步骤 2：确定数据类别。根据 MEPA 为原始数据分配一个类，由于信息熵的特点，没有明确的规则

来确定类的个数和每个数据的类。在实验的基础上，本文将全部数据分配为三个类，中国 1979 年至 2021
年新增人口数量初始分配类别如表 2 所示。 

步骤 3：根据原始数据的熵值计算阈值(PRI、SEC1、SEC2、TER1、TER2、TER3、TER4)。每个

数据的熵值使用等式(1)计算，然后根据熵值对数据集进行排序。计算每两个相邻数据点之间的熵值，

得到最小熵值，最小熵值表示原始数据的上级切割点。重复该过程以细分数据，可以获得阈值与间隔

长度。 
步骤 4：确定区间长度，建立隶属函数。本文建立模糊时间序列预测模型将使用如下三角隶属函数： 

( )

0,              

,     

,     

0,              

iA

x a
x a a x b
b ax
c x b x c
c b

x c

µ

<
 − ≤ <
 −=  − ≤ <
 −
 ≥

 

其中， ( )
iA xµ 表示数据 x 属于模糊集 iA 的隶属度值， iA 为第 i 个模糊集， iA 的下界、中点、上界分别用

, ,a b c表示。 
利用步骤 3 得到的阈值作为三角模糊数的中点。那么模糊集 1 2 7, , ,A A A 的隶属函数可通过各自三角

模糊数的下界、中点、上界获得，以此建立最小熵原理法的隶属函数。例如模糊集 2A 的隶属函数如下所示： 

( )
2

0,                      648
648 ,    648 761

761 648
826 ,    761 826

826 761
0,                      826

A

x
x x

x
x x

x

µ

<
 − ≤ <
 −=  − ≤ <
 −
 >

 

步骤 5：模糊化历史数据。根据步骤 4 中获得的隶属函数，计算每个数据的隶属度值，若某个历史

数据满足两个或两个以上隶属函数，则根据最大隶属度原则来确定其模糊化结果。 
步骤 6：建立模糊关系并预测。该步骤采用 Silva 的概率加权模糊时间序列模型中的预测规则方法。 

4. 基于信息熵的概率加权模糊时间序列预测模型在新增人口数上的应用 

中国新增人口数量本身具有一定的模糊性，因为 1981 年及以前的总人口数据为户籍统计数，1982、
1990、2000、2010、2020 年总人口数据为当年人口普查数据推算数，其余年份为年度人口抽样调查推算

数据。于是在此基础上所获得的人口增长数据具有一定的模糊性。因为模糊时间序列预测模型对选取的

时间序列 ( )1,2, ,iX i n=  数据量不需要太大也能取得不错的预测结果，这也是模糊时间序列预测模型的

一个优势所在，所以模糊时间序列预测模型有望能够对中国新增人口数据做出合理且准确的预测。近年

来，新增人口数据是大家及其关注与热门的话题，基于以上因素，本文选取了中国新增人口数进行模型

训练与预测。数据从国家统计局发布的人口数据中获得，主要选取 1979 年至 2021 年中国新增人口数量
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进行模型训练和预测，新增人口数如表 1 所示。 
步骤 1：定义论域 U。1979 年至 2021 年中国新增人口数中最小值与最大值分别为 48 与 1793 万人，

数据标准差为 416.22，于是论域 [ ]386,2209U = − 。 
 

Table 1. Number of new population per year (in 10,000 people) 
表 1. 每年新增人口数(单位：万人) 

年份 新增人口数 年份 新增人口数 年份 新增人口数 

1979 1283 1994 1333 2009 648 

1980 1163 1995 1271 2010 641 

1981 1367 1996 1268 2011 825 

1982 1582 1997 1237 2012 1006 

1983 1354 1998 1135 2013 804 

1984 1349 1999 1025 2014 920 

1985 1494 2000 957 2015 680 

1986 1656 2001 884 2016 906 

1987 1793 2002 826 2017 779 

1988 1726 2003 774 2018 530 

1989 1678 2004 761 2019 467 

1990 1629 2005 768 2020 204 

1991 1490 2006 692 2021 48 

1992 1348 2007 681   

1993 1346 2008 673   

 
步骤 2：对 1979 年至 2021 年中国新增人口数据进行初步类别划分，划分为三类，新增人口数的初

始分配类别如表 2 所示。 
 

Table 2. Distribution categories of the number of new population per year (in 10,000 people) 
表 2. 每年新增人口数分配类别(单位：万人) 

年份 新增人口数 类别 年份 新增人口数 类别 年份 新增人口数 类别 

1979 1283 2 1994 1333 3 2009 648 1 

1980 1163 2 1995 1271 2 2010 641 1 

1981 1367 3 1996 1268 2 2011 825 2 

1982 1582 3 1997 1237 2 2012 1006 2 

1983 1354 3 1998 1135 2 2013 804 2 

1984 1349 3 1999 1025 2 2014 920 2 

1985 1494 3 2000 957 2 2015 680 1 

1986 1656 3 2001 884 2 2016 906 2 
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Continued  

1987 1793 3 2002 826 2 2017 779 1 

1988 1726 3 2003 774 1 2018 530 1 

1989 1678 3 2004 761 1 2019 467 1 

1990 1629 3 2005 768 1 2020 204 1 

1991 1490 3 2006 692 1 2021 48 1 

1992 1348 3 2007 681 1    

1993 1346 3 2008 673 1    

 
步骤 3：计算阈值(PRI、SEC1、SEC2、TER1、TER2、TER3、TER4)。每个数据的熵值通过等式(1)

计算。然后根据熵值对数据集进行排序。计算每两个相邻数据点之间的熵值，以获得最小熵值。如表 3
所示，当 1006x = 时，熵值 ( )S x 最小，因此 PRI 为 1006 (本文仅列举获得三个模糊类别最小熵的阈值参

数)。通过重复该过程以细分数据，可以获得阈值，如表 4 所示。 
 

Table 3. Example of entropy value calculation 
表 3. 熵值计算示例 

x 761 1006 1349 

( )1n x  11.00 14.00 14.00 

( )2n x  0.00 8.00 15.00 

( )3n x  0.00 0.00 4.00 

( )n x  11.00 22.00 33.00 

( )1N x  3.00 0.00 0.00 

( )2N x  15.00 7.00 0.00 

( )3N x  14.00 14.00 10.00 

( )N x  32.00 21.00 10.00 

( )1p x  1.00 0.65 0.44 

( )2p x  0.08 0.39 0.47 

( )3p x  0.08 0.04 0.15 

( )1q x  0.12 0.05 0.09 

( )2q x  0.48 0.36 0.09 

( )3q x  0.45 0.68 1.00 

( )p x  0.26 0.51 0.77 

( )q x  0.74 0.49 0.23 

( )pS x  0.41 0.78 1.00 

( )qS x  0.97 0.77 0.44 

( )S x  0.82 0.78 0.87 
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Table 4. Threshold information 
表 4. 阈值信息 

阈值 TER1 SEC1 TER2 PRI TER3 SEC2 TER4 

数值 648 761 826 1006 1271 1349 1582 

 
步骤 4：确定区间长度及建立隶属度函数。将各类别的最佳阈值作为三角模糊数的中点，可获得新

增人口数据的区间划分信息及隶属函数。模糊区间划分信息如表 5 所示，MEPA 隶属函数如图 2 所示。 
 

Table 5. Fuzzy interval division 
表 5. 模糊区间划分信息 

模糊类别 下界 中点 上界 区间长度 

A1 467 648 761 294 

A2 648 761 826 178 

A3 761 826 1006 245 

A4 826 1006 1271 445 

A5 1006 1271 1349 343 

A6 1271 1349 1582 311 

A7 1349 1582 1678 329 

 

 
Figure 2. MEPA membership function 
图 2. MEPA 隶属函数 

 
步骤 5：模糊化历史数据。根据 MEPA 建立的隶属函数，计算数据集中所有数据的隶属度值，由最

大隶属度原则确定其模糊化结果，模糊化结果如表 6 所示。 
 

Table 6. Fuzzification results (in 10,000 people) 
表 6. 模糊化结果(单位：万人) 

年份 新增人口数 模糊化 年份 新增人口数 模糊化 年份 新增人口数 模糊化 

1979 1283 A5 1994 1333 A6 2009 648 A2 

1980 1163 A5 1995 1271 A5 2010 641 A1 

1981 1367 A6 1996 1268 A5 2011 825 A3 
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Continued  

1982 1582 A7 1997 1237 A5 2012 1006 A4 

1983 1354 A6 1998 1135 A5 2013 804 A3 

1984 1349 A6 1999 1025 A4 2014 920 A4 

1985 1494 A7 2000 957 A4 2015 680 A2 

1986 1656 A7 2001 884 A3 2016 906 A4 

1987 1793 A7 2002 826 A3 2017 779 A3 

1988 1726 A7 2003 774 A3 2018 530 A1 

1989 1678 A7 2004 761 A3 2019 467 A1 

1990 1629 A7 2005 768 A3 2020 204 A1 

1991 1490 A7 2006 692 A2 2021 48 A1 

1992 1348 A6 2007 681 A2    

1993 1346 A6 2008 673 A2    

 
步骤 6：运用 Silva [14]模型中的预测规则方法，可以获得 1979 年至 2021 年中国新增人口数量预测

结果。同时为了对比模型效果，横向比较了 HOFTS、WHOFTS 模型在相同数据集上的表现，新增人口

数预测结果如图 3 所示。 
为了评估模型的优劣，通常采用误差分析形式来分析预测结果。本文采用均方误差(RMSE)和平均绝

对百分比误差(MAPE)来衡量模型的预测精度，其值越小，预测精度越高。为了对比模型效果，将 HOFTS、
WHOFTS 模型在新增人口数上的误差也进行运算，各模型误差效果比较如表 7 所示。 

( ) ( )( )2

1RMSE

n

i
forecast t actual t

n
=

−
=
∑

 

( ) ( ) ( )
1MAPE

n

i
forecast t actual t actual t

n
=

−
=
∑

 

其中 n 表示预测值的个数， ( )forecast t 代表预测数据， ( )actual t 代表原始数据。 
 

 
Figure 3. Projected results of the number of incremental population 
图 3. 新增人口数预测结果 
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Table 7. Comparison of model effects 
表 7. 模型效果比较 

Method RMSE MAPE 

HOFTS 142.78 17.81 

WHOFTS 130.54 17.38 

Presented 124.65 12.87 

 
从预测结果可以看出，本文模型预测结果比较接近实际值，较 HOFTS 和 WHOFTS 模型有更好的预

测效果，预测曲线与实际值的趋势也相吻合。通过比较不同模型的 RMSE 和 MAPE 指标，可以发现本文

提出的方法在两个指标上都较 HOFTS 和 WHOFTS 有更好的表现，在 RMSE 指标上，本文提出的方法分

别较 HOFTS 和 WHOFTS 提高 4.51%和 12.70%；在 MAPE 指标上，本文提出的方法分别较 HOFTS 和

WHOFTS 提高 25.95%和 27.74%。这说明本文提出的方法能有效地预测新增人口数量。 

5. 总结 

本文建立了基于信息熵的概率加权模糊时间序列预测模型，通过使用中国新增人口数作为训练模型

的数据集，得出以下结论：该模型的预测结果比较接近实际值，比 HOFTS 和 WHOFTS 模型的精确性要

高。在基于信息熵最小化划分论域的方法上，PWFTS 模型能够较为准确地预测新增加人口数量。 
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