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摘  要 

本文研究拟线性波动方程的柯西问题，在新的退化条件下证明解的唯一性和局部存在性。我们的证明基

于特征方法、压缩映射原理和加权估计。 
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Abstract 
We study the Cauchy problem of quasilinear wave equation and prove the uniqueness and local 
existence of the solution under the new degenerate condition. Our proof is based on the method of 
characteristic, contraction mapping principle and weighted estimates. 
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1. 引言 

波动方程是一种重要的偏微分方程，主要描述自然界中各种的波动现象，包括横波和纵波，例如声

波、光波和水波。波动方程抽象于声学，电磁学和流体力学等领域。在本文中我们考虑非线性退化波动

方程在 R 上的柯西问题： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ]
( ) ( )
( ) ( )

0

1

,      , 0,

0, ,      

0, ,      

tt x xx

t

u c u c u u F u u t x T R

u x u x x R

u x u x x R

 = + ∈ ×
 = ∈
 = ∈

                     (1.1) 

这里的 ( )F u 是给定的函数。文章的主要目的是在初始条件 ( )0 0u x > ，并且当 x →∞， ( )0u x 退化的条件

下使得方程(1.1)在 0t = 时是严格双曲型函数，由此证明方程解的局部存在性和唯一性。 
关于退化波动方程现已有较多的研究成果，其中 Manfrin [1]建立了退化拟线性波动方程在初值属于

( )0
nC R∞ 情况下解的局部存在性和唯一性，这个结果同时又被扩展到更多的一般退化波动方程中[2] [3]。

Ivrii 和 Petkov [4]展示了 Levi 条件在一维弱双曲型方程的柯西问题的适定性。Y. Sugiyama [5]证明了波动

方程在初值退化，利用黎曼函数证明了方程解的局部唯一存在性。Hu 和 Wang [6]利用压缩映射原理和特

征方法证明了变分波动方程在声速线上退化情况下经典解的存在性。此外 Oleinik [7] [8] [9] [10] [11]等人

研究了弱双曲方程的解，以及 Anikin [12] [13] [14] [15]等人介绍了波动方程的退化问题。 
在本文开始前我们首先对初始条件进行一些设定： 

( )
0,                 1
1 ,     

a
a

γ
α

≥=  − 其他
 

对于初始数据 ( )2
0u C R∈ ， ( )1

1 bu C R∈ ，我们假设： 

( )1 0 2c x u x cα− ≤ ≤                                  (1.2) 

( ) ( )1 0 3
au x u x c x β−± ≤                                (1.3) 

( ) ( )( )1 0 0 4
d
d

au x u u x c x
x

γ−′± ≤                             (1.4) 

其中 0α ≥ ， 0β ≥ 使得： 
α β≤                                        (1.5) 

aα β≤                                       (1.6) 

这里 0 0d du u x′ = ， ( )2 1 2
1x x= + ， 1 2 3 4, , ,c c c c 是正常数，(1.2)式表明方程(1.1)是退化的。对于函数

[ )( ) ( )( )10, 0,F C C∈ ∞ ∞ ，我们假设： 

( ) 1
aF kθ θ≤                                     (1.7) 

( ) 1
2

aF kθ θ θ −≤                                    (1.8) 

Open Access

https://doi.org/10.12677/pm.2023.137226
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


盛烁民 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2023.137226 2202 理论数学 
 

其中 ( ]0, Kθ ∈ ， ik 是正常数。同时我们假设 ( )c u 满足以下条件，这里 ic 和 c∗是正常数： 

( )1 2
ac u c u c≤ ≤                                    (1.9) 

( ) 1
3

ac u c u −′ ≤                                    (1.10) 

( ) 2
4

ac u c u −′′ ≤                                    (1.11) 

定理 1.1 取 ( ) ( )2 1
0 1, bu C R u C R∈ ∈ ，假设(1.2)~(1.11)成立，则存在一个依赖于(1.2)~(1.11)中的常数

0T > 使得柯西问题(1.1)有唯一的局部解 [ ]( )2 0,u C T R∈ × 对于任意 ( ) [ ], 0,t x T R∈ × 满足： 

( )1 2,C x u t x Cα− ≤ ≤                                (1.12) 

( ) ( ) ( ) 3, ,t xu t x c u u t x C x β−± ≤                           (1.13) 

( ) ( ) ( )( ) 4
d , ,
d t xu t x c u u t x C x

x
γ−± ≤                         (1.14) 

这里 1 2 3 4, , ,C C C C 是正常数。 
本文在第二部分利用黎曼不变量建立一阶双曲方程，给出一些特征曲线的估计。在第三部分我们利

用特征方法、加权估计和压缩映射原理证明方程解的存在性。 

2. 准备 

2.1. 基本公式 

由(1.1)式得到特征方程： 

( ) ( )( )2 22d d 0x c u t− =  

则特征曲线为： 

( )d
d
x c u
t
= ±  

由此我们取： 
( ) ( ),   ,t x t xc u c u+ −∂ = ∂ + ∂ ∂ = ∂ − ∂  

从而有： 

( )
( )

t x

t x

u u c u u R

u u c u u S
+

−

∂ = ∂ + ∂ =

∂ = ∂ − ∂ =

                               (2.1) 

通过计算 u− +∂ ∂ 和 u+ −∂ ∂ 和应用(1.1)式，可以得到以下方程： 

( )
( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

2 2

1

2 2

2

, , , ,
4 2

, , , ,
4 2

t x

t x

c R S R SR c u R F u N u R S L u R S
c c

c S R R SS c u S F u N u R S L u R S
c c

 ′ − − − = + = +



′ − −
+ = + = +



              (2.2) 

取 ( )x t± 是(2.2)式方程的特征线，其中 ( )x t+ 和 ( )x t− 是以下微分方程的解： 

( ) ( )( )( )d ,
d

x t c u t x t
t ± ±= ±                                (2.3) 

当强调特征曲线经过点 ( ),s y ，我们通过 ( ); ,x t s y± 定义 ( )x t± ，并且 ( ); ,x t s y± 满足： 
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( ) ( )( )( ); , , ; , d
t

s
x t s y y c u t x s yτ τ± ±= ± ∫                          (2.4) 

在特征曲线上满足： 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1

2

d , , , , , , ,
d
d , , , , , , ,
d

R t x t N u R S t x t L u R S t x t
t

S t x t N u R S t x t L u R S t x t
t

− − −

+ + +

 = +

 = +


                  (2.5) 

2.2. 特征曲线的估计 

在 [ ]( )1 0,u C T R∈ × 时，特征曲线对于 0α ≥ 满足： 

( )0 1,A x u t x Aα− ≤ ≤                                  (2.6) 

这里 0 1,A A 是正常数。另外，我们假设： 

( ) ( ) 20 ,xc u u t x A x α−≤ ≤                                (2.7) 

根据 u 的有界性和(2.4)式，在 [ ]0,s T∈ 得到以下估计： 

( )1 1; ,a ax A t s x s t x x A t s±− − ≤ ≤ + −                           (2.8) 

为了得到特征曲线是满足 Arzelá-Ascoli 定理，下面我们引用引理来确保 ( ); ,x t s y± 是一致利普希资连

续的。 
引理 2.1 令 [ ]( )1 0,u C T R∈ × ，假设(2.6)和(2.7)成立，则当 T 足够小时，有特征曲线对任意 1 2,x x R∈ 和

[ ]1 2 3 4, , , 0,t t t t T∈ 满足： 

( ) ( ) ( )( )3 1 1 4 2 2 1 2 1 2 3 4; , ; , 3 1x t t x x t t t c x x t t t t∗
± ±− ≤ + − + − + −                 (2.9) 

证明：取 [ ]3 4 0,t t t T= = ∈ 和 1 2,t t t≥ 。由(2.4)式我们可以得到： 

( ) ( )

( )( )( ) ( )( )( )
( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )

1 2

2

1

1 1 2 2

1 2 1 1 2 2

1 2 2 2 1 1 2 20

; , ; ,

, ; , d , ; , d

, ; , d , ; , , ; , d

t t

t t

t t

t

x t t x x t t x

x x c u x t x c u x t x

x x c u x t x c u x t x c u x t x

τ τ τ τ τ τ

τ τ τ τ τ τ τ τ

+ +

+ +

+ + +

−

≤ − + −

≤ − + + −

∫ ∫

∫ ∫

     (2.10) 

其中： ( )( )( )2 2

1 1
2 2 2 2 1 1 2 1 2, ; , d d

t t a a
t t

c u x t x c u c A t t c t tτ τ τ τ ∗
+ ≤ ≤ − ≤ −∫ ∫  

( )( )( ) ( )( )( )
( )( )

( ) ( ) ( )1 1

2 2

1 2 2 2

; ,
1 1 2 2; ,

, ; , , ; ,

, d ; , ; ,
x t x

xx t x

c u x t x c u x t x

c u y y c x t x x t x
τ

τ

τ τ τ τ

τ τ τ+

+

+ +

∗
+ +

−

′≤ ≤ −∫
 

由 Gronwall 引理得： 

( ) ( ) ( )( )
( )( )

1 1 2 2 1 2 1 2

1 2 1 2

; , ; , 1 e

2 1

c tx t t x x t t x c x x t t

c x x t t

∗∗
+ +

∗

− ≤ + − + −

≤ + − + −
                  (2.11) 

同样得方法我们可以证明 1t t< 或 2t t< 的情况。然后由(2.4)和(2.6)式有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

3 1 1 4 2 2 3 1 1 3 2 2 3 1 1 4 2 2

1 2 1 2 3 4

; , ; , ; , ; , ; , ; ,

3 1

x t t x x t t x x t t x x t t x x t t x x t t x

c x x t t t t

+ + + + + +

∗

− ≤ − + −

≤ + − + − + −
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由此(2.9)得证。 

定理 2.2 取 [ ]( )1 0,u C T R∈ × ，假设(2.6)、(2.7)成立，则特征曲线在 ( ) [ ], 0,t x T R∈ × ， ( )0,s T∈ 以及 0T >

且足够小时，满足 ( ); ,x s t x± 关于 x 是可微的： 

( ) ( )( ) ( )

( )

d ; , , ; , ; ,
d

; , 1

x x

x

x s t x c u t x s t x x s t x
s
x t t x

± ± ±

±

 ′= ± ∂

∂ =

                      (2.12) 

和 

( ); , ec t s
x x s t x

∗ −
±∂ ≤                                 (2.13) 

这里 c∗是依赖于 1 2 3, ,A A A 的正常数。 
证明： ( ); ,x s t x± 的可微性和(2.12)式是基于已知的事实(e.g. textbook of Sideris [16])，我们估计

( ); ,x x s t x−∂ 的在 t s≥ 时，由(2.6)和(2.7)，可以得到： 

( ) ( )( ) ( ) ( ); , 1 , ; , ; , d 1 ; , d
s s

x x x xt t
x s t x c u x t x x t x c x t xτ τ τ τ τ τ∗
± ± ± ±′∂ ≤ + ∂ ≤ + ∂∫ ∫  

从而由 Gronwall 引理当 T 足够小时，(2.13)成立。 

3. 主要定理的证明 

我们假设在 , 0α β ≥ 和α β≤ 函数满足以下条件： 

( )0 1,A x f t x Aα− ≤ ≤                                 (3.1) 

( ) ( ) 2,xc u f t x A x β−≤                                (3.2) 

( ) 3,tf t x A x β−≤                                  (3.3) 

或者： 

( ) 3,f t x A x β−≤                                  (3.4) 

( ) 4,xf t x A x γ−≤                                  (3.5) 

( ) 5,tf t x A x γ−≤                                  (3.6) 

这里 ( )1, ,5jA j =  是正常数。我们定义在 1C 上的集合 ,1 ,2, ,X Y Yα β β ： 

( ) ( ){ }1
0| 0, (3.1) (3.2) (3.3)bX f C C f x u xα = ∈ = 、 、且 足满  

( ) ( ){ }1
,1 0| 0, (3.4) (3.5) (3.6)bY f C f x R xβ = ∈ = 、 、且 足满  

( ) ( ){ }1
,2 0| 0, (3.4) (3.5) (3.6)bY f C f x S xβ = ∈ = 、 、且 足满  

这里给定初值函数 ( ) 1 1 1
0 0 0, , b b bu R S C C C C∈ × × 。对于给定的函数 ( ) ,1 ,2, ,v R S X Y Yα β β∈ × × ，我们考

虑以下的一阶线性双曲方程： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

2

, , , ,

, , , ,

t x

t x

R c v R N v R S L v R S

S c v S N v R S L v R S

 − = +


+ = +
                         (3.7) 
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此时的初值条件为： ( ) ( )( ) ( ) 1 1
0 00, , 0, , b bR x S x R S C C= ∈ × 。我们建立： 

( ) ( )0 0
, d

2
t R Su u x s x s+

= + ∫                                (3.8) 

我们发现(3.7)和 1C 空间的初始数据有一个唯一的全局空间的解，使得对于任意 0T > ，由特征方法

都有 [ ]( ) [ ]( )1, 0, 0,bR S C T R C T R∈ × × 。由(3.8)式可知 1
bu C C∈  ，由此我们可以定义映射： 

1 1 1
,1 ,2: X Y Y C C Cα β βΦ × × → × ×  

使得有： ( ) ( ), , , ,v R S u R SΦ = 。我们用 0 1 3 4, , ,A A A A 满足以下方程： 

( ) 1
0 02

2
AA x u xα− ≤ ≤                                 (3.9) 

3
0 0 4L L

Ax R x Sβ β

∞ ∞
+ ≤                             (3.10) 

4
0 0 4L L

Ax R x Sγ γ

∞ ∞
′ ′+ ≤                             (3.11) 

在以下的内容，我们首先证明 ( ) ,1 ,2, ,u R S X Y Yα β β∈ × × ，并且当 T 足够小时，Φ 在 L∞空间上是压缩

映射。由于 ,1 ,2, ,X Y Yα β β 在 L∞空间上不是闭集，所以我们可以证明不动点是属于 ,1 ,2X Y Yα β β× × ，进一步我

们证明 2u C∈ 。 
命题 3.1 取 ( ) 1 1 1

0 0 0, ,u R S C C C∈ × × 满足(3.9)~(3.11)，假设 ,1 ,2, ,v R S X Y Yα β β∈ × × ，当 0T > 且足够小

时，就有 ( ) ( ) ,1 ,2, , , ,v R S u R S X Y Yα β βΦ = ∈ × × 。 
证明：由特征方法，(3.7)的解可以写成以下的形式： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

10

20

, 0, 0 , , , , , , d

, 0, 0 , , , , , , d

t

t

R t x R x N v R S s x s L v R S s x s s

S t x S x N v R S s x s L v R S s x s s

− − −

+ + +

 = + +

 = + +

∫

∫
           (3.12) 

这里的特征曲线由(3.7)可以定义为： 

( ) ( )( )( )d ,
d

x t c u t x t
t ± ±= ±  

初值为： ( )x t x± = 。由这个表达式我们可以得到 ( ) 1 1 1, ,u R S C C C∈ × × 。 
根据(2.8)式，若 T 足够小，可得： 

( );, , 2
2
x

x s t x x
β

β β−

−≤ ≤  

运用此不等式，根据(3.12)和(1.5) (1.6)可以得到在 T 足够小有： 

( ) ( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )

( )

( ) ( )

2 2

0 0

2 23
0 0

2 2
3

3

, 2 0, d d
2

d d
2

2

2

T T T T

t t

L

t t

L L L L L L L L

x s c v R S x s F v R S
x R t x x R s s

c v c v
A c x s R S s c x s R S s

A c T x R x S c T x R x S

A c T

β β
β β

β α β

β β β β

∞

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

− −

+∗ ∗

∗ ∗

∗

′ − −
≤ ⋅ + +

≤ + − + −

   ≤ + + + +  
  

≤ +

∫ ∫

∫ ∫  
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c∗是关于 0 1 3, ,A A A 的正常数。所以在 T 足够小时我们可以得到： 

3
TL L

x R Aβ

∞ ∞
≤                                  (3.13) 

同 R 的证明，我们可以同样得到 

3
TL L

x S Aβ

∞ ∞
≤                                  (3.14) 

下面估计
T

x
L L

x Rγ

∞ ∞
和

T
x

L L
x Sγ

∞ ∞
，对(3.7)式关于 x 微分，可以得到 xR 和 xS 的积分方程： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

1 1 10

0

, 0; , 0; , ; , , ; , d

               ; , , ; , d

t
x x x x u x R x S x

t
x u x R x S x

R t x R t x x t x x s t x N v N R N S t x s t x s

x s t x L v L R L S t x s t x s

− − −

− −

= ∂ + ∂ + +

+ ∂ + +

∫

∫
    (3.15) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

2 2 20

0

, 0; , 0; , ; , , ; , d

               ; , , ; , d

t
x x x x u x R x S x

t
x u x R x S x

S t x S t x x t x x s t x N v N R N S t x s t x s

x s t x L v L R L S t x s t x s

− − −

− −

= ∂ + ∂ + +

+ ∂ + +

∫

∫
    (3.16) 

这里 ( ), , 1,2ju jS jRN N N j = 是 ( ), ,j jN N u R S= 关于 , ,u R S 的偏导数(同样定义 L 的导数)。 
由引理 2.2 我们可以得到在 T 足够小时 ( )0; ,x x t x+∂ 是有界的，由此我们有： 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

4
1 1 10

0

, 2 , ; , d
2

                 2 , ; , d

t
x u x R x S

t
u x R x S

A x
R t x N v N R N S t x s t x s

L v L R L S t x s t x s

γ−

−

−

≤ + + +

+ + +

∫

∫
              (3.17) 

通过(3.4)~(3.6)和(1.5)、(1.9)、(1.11)、(1.12)对于 1u xN v 有： 

( )( )1 1R x S x x x x x
c R c SN R N S R S c R S R S c x
c c

γ−∗ ∗′ ′
+ = + ≤ + + ≤  

根据(1.7)、(1.8)、(1.12)： 

( )( ) ( )( )

( ) ( )

2

2 2

2 2

4
u

u x x

u
x x

cF v R S c F v R S
L v v

c

F v F vcc cv x c cv x
cc c

c x

β β

γ

− −∗ ∗

−∗

′− − −
≤

′
≤ + ⋅

≤

 

由(1.7)和(1.9)得到： 

( ) ( ) 1

22 2

a

R x S x x x a

F v F v k vL R L S R S x c x
c c c v

γ γ− −∗+ = + ≤ ≤  

将以上估计应用到(3.17)式，当 T 足够小时，我们得到： 

4
T

x
L L

x R Aγ

∞ ∞
≤                                  (3.18) 

4
T

x
L L

x S Aγ

∞ ∞
≤                                  (3.19) 
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由(3.7)式估计 tR 和 tS ，我们有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

2 1

, , , , , , 2 , ,t t x x

a

a

R t x S t x c v R c v S N v R S N v R S L v R S

k vc x c x c x
v

C x

γ α β β

γ

− − −∗ ∗ ∗

−∗

+ ≤ + + + +

≤ + +

≤

       (3.20) 

这里的 c∗是依赖于 1 3 4, ,A A A 的常数，这里取 5C A∗ = 。综合以上估计，我们可以得到 ( ) ,1 ,2,R S Y Yβ β∈ × 。

下面我们估计 u Xα∈ 。通过(3.13)和(3.14)，我们有： 

( )
32T

T

t
L L

L L

x R S
x u A

β
β

∞
∞ ∞

+
≤ ≤                          (3.21) 

通过(3.8)和(3.13) (3.14)且当 T 足够小时： 

( ) ( )
0 0 3 00

, d 2
2

t x R S
x u t x x u s A TA A

α
α α +

≥ − ≥ − ≥∫                   (3.22) 

( ) ( ) 1
0 10

, d
2 2

t AR Su t x u x s c T x Aβ−∗+
≤ + ≤ + ≤∫                     (3.23) 

通过(3.8)得到： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

0 0

0 0

0

d
2

d
2

d
2

t x x
x

t x x

t x x

R Sc u u c u u x s

R Sc u u x c u s

R Sc x c u sβ−∗

+ ′= + 
 

+′≤ +

+
≤ +

∫

∫

∫

                       (3.24) 

其中由(3.7)式得到 x xR S+ ： 

( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )

2 00 0 0 0

2 1
0 0 0

0 0

2 1
0 0

d d d d
2 2 2 2

d d
2 2

d
2

d
2

a
t t t tax x x x x x

a
t ta t t

ta a t t

ta a

R S R S R SR Sc u s c u s c u x s s

R S N NR Sc u x s s
c v

R Sc u x c T x s
c v

N Nc u x c T x s
c v

αβ

αβ

∗

∗

−∗ ∗

−∗ ∗

+ + + + 
≤ ≤ + 

 
  − + −+

≤ +  
 

−
≤ +

−
+ +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

 

由分部积分： 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

2
0 0 0 0

20 0 0
d d d

2 2 2 2 22
t t tu tt t

a

R S c v xR S R S R SR S R Ss s c s
c v c v c v c v c vc v v

β α− +−− − −− −
= − + ≤ − +∫ ∫ ∫  

由(1.10)和(3.21)式我们有： 

1
0 0 0

d d d
t t t a

u t u tc u s c u s c u x s c T xβ β− −∗ − ∗≤ ≤ ≤∫ ∫ ∫  
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( ) ( ) ( )0 0c u c T x c u c u c T xβ β− −∗ ∗− ≤ ≤ +  

若 T 足够小时，则有： 

( )
( )0

1 2
c u
c v

≤ ≤                                    (3.25) 

同理我们可以得到： 

0

1 2u
v

≤ ≤                                     (3.26) 

由以上我们知道： 

( )( ) ( )0 0
d

2
ta a t tR Su x c T x s c x

c v
αβ β− −∗ ∗−

+ ≤∫  

( )( ) ( )
2 1

0 0
d

2
ta a N Nu x c T x s c x

c v
αβ β− −∗ ∗−

+ ≤∫  

综合以上计算可以得到： 

( ) 2xc u u A x β−≤                                 (3.27) 

由此我们可以得到： ( ) ,1 ,2, ,u R S X Y Yα β β∈ × × 。在证明的最后我们来说明 ( ), ,u R S 是满足利普希资连

续的。首先对于 u，对于任意的 [ ]1 2, 0,t t T∈ ， 1 2,x x R∈ ，在 aβ α≥ 的条件下有： 

( ) ( ) ( ), , , d d
x x a

xy y
u t x u t y u t z z c z z c x yα β−∗ ∗− ≤ ≤ ≤ −∫ ∫  

所以我们可以得到： 

( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 2, ,u t x u t x c x x t t∗− ≤ − + −                        (3.28) 

通过(3.18)、(3.19)和(3.20)得： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )4 5, , , , 2R t x R s y S t x S s y A A x y t s− + − ≤ + − + −              (3.29) 

命题 3.2 在命题 3.1 的假设下，Φ 在 L∞范数空间下是压缩映射，所以在 0T > 且足够小的情况下，存

在常数 ( )0,1c∈ ，使得Φ 满足下列方程： 

( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2T T T T T TL L L L L L L L L L L L
u u R R S S c v v R R S S∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∗− + − + − ≤ − + − + −  

这里 ( ) ( ), , , ,j j j j j ju R S v R S= Φ ， 1,2j = 。 
证明：令 1 2u u u= − ， 1 2R R R= − ， 1 2S S S= − ，由(3.7)式，我们有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2 1 2 2, , , , , , , ,t x xR c v R N v R S N v R S L v R S L v R S c v c v R− = − + − + −   

由特征方法： 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 1 1 1 2 2 2 20

1 1 1 2 2 2 1 20 0

, , , , , d

, , , , d d

t

t t

R t x N v R S N v R S s

L v R S L v R S s c v c v s

= −

+ − + −

∫

∫ ∫



             (3.30) 
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其中我们取 ( ) ( )
( )2

F v
G v

c v
= 由(1.7) (1.9)和(3.1)可以得到： 

( ) ( ) ( )( )

( )

1
1 2 1 2 1 20

1
1 20

1 2

1 2

1 d

1 d
1

G v G v G v v v v

c v v
v v

c x v vα

θ θ θ

θ
θ θ

∗

∗

′− ≤ + − −

 
≤ −  + − 

≤ −

∫

∫  

对于(3.30)的第一部分可以得到： 

( ) ( )( )
( )( )

( )
( )( )

( )

( )( ) ( ) ( )( )( )

( )

1 1 1 2 2 20

1 1 1 2 2 2

0
1 2

1 1 1 2 2 1 2 2 20 0

1 2 1 2 1 2

, , , , d

d
2 2

d d

T T T

t

t

t t

L L L L L L

L v R S L v R S s

F v R S F v R S
s

c v c v

G v R S R S s G v G v R S s

c T v v R R S S∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
∗

−

− −
= −

≤ − − + + − −

≤ − + − + −

∫

∫

∫ ∫

              (3.31) 

取 ( ) ( )
( )4

c v
E v

c v
′

= 由(1.10) (1.11)和(3.1)可以得到： 

( ) ( ) ( )( )

( )( )

1
1 2 1 2 1 20

1
1 220

1 2

2
1 2

1 d

1 d
1

E v E v E v v v v

v v
v v

c T x v vα

θ θ θ

θ
θ θ

∗

′− ≤ + − −

≤ −
+ −

≤ −

∫

∫  

对于(3.30)的第二部分则有： 

( ) ( )( )
( )( )

( )
( )( )

( )

( )( ) ( ) ( )( )( )

( )

1 1 1 1 2 2 2 20

2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

0
1 2

12 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 1 2 2 20 0

1 2 1 2 1 2

, , , , d

d
4 4

d d

 
T T T

t

t

t

L L L L L L

N v R S N v R S s

c v R S c v R S
s

c v c v

E v R S R S s E v E v R S s

c T v v R R S S∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
∗

−

′ ′− −
= −

≤ − − + + − −

≤ − + − + −

∫

∫

∫ ∫

             (3.32) 

对于(3.30)的第三部分，由 xx Rγ
的有界性可知： 

( ) ( )( ) ( )( )1
1 2 2 1 2 1 20 0

d 1 d
t

x vc v c v R s c v v v vθ θ θ− ≤ + − −∫ ∫  

当 1a ≥ 有 ( )( )1 21vc v v c x γθ θ −∗+ − ≤ ， 
当 1a ≤ 有 ( )( ) ( )1

1 21 a
vc v v c x c xα γ γθ θ − − − −∗ ∗+ − ≤ ≤ 。 

即得： 

( ) ( )( )1 2 2 1 20
d

T

t
x L Lc v c v R s c v v ∞ ∞

∗− ≤ −∫                         (3.33) 

因此当 T 足够小，我们可以得到： 
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( )1 2 1 2 1 2T T TT L L L L L LL L
R c v v R R S S∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞∞ ∞

∗≤ − + − + −  

( )1 2 1 2 1 2T T TT L L L L L LL L
S c v v R R S S∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞∞ ∞

∗≤ − + − + −  

由(3.8)式可以得到： 

( ) ( )1 2 1 2 1 22T T T TT TL L L L L L L LL L L L

Tu R S c v v R R S S∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞∞ ∞ ∞ ∞
∗≤ + ≤ − + − + −

  

综上所述，当 T 足够小，Φ 在 L∞范数空间下是压缩映射。 
下面我们考虑非线性问题的唯一解 ( ), ,u R S 和特征曲线 ( ) ( ); ,x s x s t x± ±= 。 
命题 3.3 在命题 3.1 的假设下，若 T 足够小，则唯一存在 ( ) ,1 ,2, ,u R S X Y Yα β β∈ × × 和特征曲线

( ) ( ); ,x s x s t x± ±= 满足： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

10

20

, 0, 0 , , , , , , d

, 0, 0 , , , , , , d

t

t

R t x R x N u R S s x s L u R S s x s s

S t x S x N u R S s x s L u R S s x s s

− − −

+ + +

 = + +

 = + +

∫

∫
           (3.34) 

( ) ( )0 0
, d

2
t R Su t x u x s+

= + ∫                              (3.35) 

和 

( ) ( )( )( ); , , ; , d
s

t
x s t x x c u x t xτ τ τ± ±= ± ∫                          (3.36) 

证明：任意固定 1k ≥ ，根据命题 3.1 我们可以定义一个序列 }{ ,1 ,2, ,n n nu R S X Y Yα β β∈ × × 使得 

( ) ( )1 1 1, , , ,n n n n n nu R S u R S+ + + = Φ ，初值为 ( )0 0 0, ,u R S 。又由命题 3.2 可知 ( ), ,n n nu R S 在 L∞范数下收敛于不动

点 ( ), ,u R S 。然后我们可以定义特征曲线的序列 ( )}{ , ;, ,n n N
x t x± ∈

，其中 ( ) ( )( ), ; , ; , d
s

n nt
x s t x x c u t xτ τ± = ± ∫ ， 

通过利普希资连续和 ( )c u 的有界性，我们可以发现对于任意 ( ),t x ，特征曲线都可以唯一的被定义。由于 
任意 1k ≥ 和引理 2.1 和(2.8)式，我们可以发现 ( )}{ , ;, ,n n N

x t x± ∈
是一直等度连续和一致有界的。因此由

Arzelá-Ascoli 定理表明存在 ( )}{ , ;, ,n n N
x t x± ∈

的一个子列 ( ),nx± ⋅ 在 [ ] [ ] [ ]0, 0, ,T T k k× × − 上一致收敛于 ( )x± ⋅ 。

由(3.28)和(3.29)，当 n →∞有： 

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ), , , ,, , , , , , , , , ,n n n n n nu t x t R t x t S t x t u t x t R t x t S t x t± ± ± ± ± ±→        (3.37) 

所以可知(3.34) (3.36)是成立的。下面我们检查 ( ) ,1 ,2, ,u R S X Y Yα β β∈ × × 是成立的。由(3.37)可知 , ,u R S
本身是收敛的，所以(3.1)和(3.4)是显然成立的。因为 , ,u R S 是利普希资连续的，所以它们几乎处处可微。

根据命题 3.1 的证明，可知仅用 x Rβ
和 x Sβ

的有界性，即可证明u Xα∈ 。根据连续归纳法(Tao T. [17])
此时我们对(3.34)式关于 x 进行微分得： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

1 1 10

0

, 0; , 0; , ; , , ; , d

               ; , , ; , d

t
x x x x u x R x S x

t
x u x R x S x

R t x R t x x t x x s t x N v N R N S t x s t x s

x s t x L v L R L S t x s t x s

− − −

− −

= ∂ + ∂ + +

+ ∂ + +

∫

∫
     (3.38) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

2 2 20

0

, 0; , 0; , ; , , ; , d

               ; , , ; , d

t
x x x x u x R x S x

t
x u x R x S x

S t x S t x x t x x s t x N v N R N S t x s t x s

x s t x L v L R L S t x s t x s

− − −

− −

= ∂ + ∂ + +

+ ∂ + +

∫

∫
    (3.39) 
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根据命题 3.1 同样的方法可证明 ( ) ,1 ,2,R S Y Yβ β∈ × 。唯一性根据命题 3.2 同样的方法即可证明。 
为了检验(3.35)中 u 是方程(1.1)的解，我们猜想： 

( )
0 0

0
0

0 0
1

2

2

R Su
c u

R Su

− ′ =


+ =

                                   (3.40) 

命题 3.4 在命题 3.3 的假设下，为我们猜想 ( ) 2 1
0 1, bu u C C∈ × ，并且满足(3.40)式，则在 [ ]0,T R× 上 2u C∈

并且是方程(1.1)的经典解。 
证明：根据 ,R S 满足利普希资连续，所以它们几乎处处可微，并且满足： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

2

, , , ,

, , , ,
t x

t x

R c u R N u R S L u R S

S c u S N u R S L u R S

 − = +


+ = +
                         (3.41) 

由(3.40)、(3.41)和
2t

R Su +
= 可以得到： 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

2 1 2 1
0 0 0 0

2 2

2 20 0
0

0

d d d d
2 2 2 2

d d
2 24 2

2

t t t tx x t t t t

t t t

R S N N R S R SN Ns s s s

c S R R S c uR S R Ss s
c u c uc u c u

R Su x
c u

+ − + − −−
= = +

′ − ′−− −
= + − +

−′= − +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫  

即有： 

( ) ( )0 0
d

2 2
t x x

x
R S R Su u x s

c u
− −′∂ = + =∫                           (3.42) 

结合(3.35)、(3.41)和(3.43)我们可以得到 u 是方程(1.1)的解。最后应用 Douglis [18]，我们可以得到 xR
和 xS 的连续性。根据 ,R S 的方程，我们可以得到 tR 和 tS 也是连续的，由此我们可以得到 , ,tt tx xxu u u 的连

续性。由此我们得到 [ ]( )2 0,u C T R∈ × 。 
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